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WPROWADZENIE

We wspodlczesnych badaniach ekonomicznych, bedacych podstawa podej-
mowania decyzji na réznych poziomach — przedsigbiorstwa, regionu czy tez
kraju — zauwaza si¢ wzrost zapotrzebowania na metody statystyczne. Odgrywaja
one role w procesach zbierania informacji, ich analizowania i interpretowania,
a takze udostepniania otrzymanych wynikéw. Ze wzgledu na ztozono$¢ i rézno-
rodno$¢ gromadzonych obserwacji metody statystyczne oparte na klasycznych
parametrach i ich estymatorach, wykorzystywane do analizy zjawisk ekono-
micznych, nie zawsze pozwalaja na przeprowadzenie poglebionych analiz
i sformutowanie prawidtowych wnioskéw. Brak momentéw zwyktych i central-
nych odpowiednich rzedéw analizowanych zmiennych losowych, z ktorymi
utozsamiane sg badane cechy statystyczne, jak rowniez wystgpowanie obserwa-
cji nietypowych utrudnia wnioskowanie statystyczne klasycznymi metodami.
W takich przypadkach moga by¢ przydatne procedury oparte na statystykach
pozycyjnych.

Statystyki pozycyjne stanowia grupe statystyk wyznaczanych na podstawie
uporzadkowanych prob losowych. Znajduja one zastosowanie w konstrukcji
estymatorow parametrow zmiennych losowych wykorzystywanych w procedu-
rach parametrycznej i nieparametrycznej estymacji oraz przy weryfikacji hipotez
statystycznych.

Do podstawowych statystyk pozycyjnych zalicza si¢ kwantyle z proby, w tym
mediang, statystyki ekstremalne, tj. maksimum i minimum, oraz dominant¢
z proby. Mediang z proby stosuje si¢ do szacowania wartosci $redniej, gdy roz-
ktad populacji jest asymetryczny badz charakteryzuje si¢ tzw. grubymi ogonami.
Jest ona znacznie stabilniejsza niz $rednia arytmetyczna, ktéra jest bardzo wraz-
liwa na warto$ci ekstremalne. Kwantyle rozktadu empirycznego uzywa sig¢ do
pomiaréw ryzyka rynkowego, finansowego i operacyjnego. Miary oparte na
statystykach pozycyjnych stosowane sa takze w analizach dochodow oraz anali-
zach zjawisk bardzo rzadko wystepujacych, ktérych pojawienie si¢ powoduje
duze straty finansowe. Oszacowanie wielkoSci tych strat mozliwe jest przy uzy-
ciu statystyk ekstremalnych, ich rozkladéw doktadnych lub granicznych. Staty-
styki pozycyjne i ich funkcje wykorzystywane sa rowniez w statystycznej kon-
troli jako$ci do tworzenia kart kontrolnych stosowanych w monitorowaniu
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8 Wprowadzenie

i regulacji procesu produkcyjnego oraz w wielu innych analizach dotyczacych
roéznorodnych probleméw ekonomicznych.

Glownym celem rozprawy jest przedstawienie metod estymacji parametrow
rozktadu populacji wykorzystujacych statystyki pozycyjne oraz propozycji ich
modyfikacji wraz z zaprezentowaniem wynikéw przeprowadzonych analiz wta-
snosci estymatorow stanowiacych wskazéwki w praktycznych zastosowaniach.
W rozwazaniach uwzglednione jest klasyczne ujgcie procedur estymacji oraz
podejscie nieklasyczne — bayesowskie i bootstrapowe, zardowno parametryczne,
jak i nieparametryczne.

Aby zrealizowa¢ tak sformulowany cel glowny, okreslono cele szczegoto-
we, do ktorych naleza:

— analiza wlasnosci statystyk pozycyjnych, w szczegolnosci ich rozktadow
dla wybranych klas rozktadoéw zmiennych losowych;

— prezentacja metod opartych na statystykach pozycyjnych wykorzystywa-
nych do szacowania parametréw rozktadow zmiennych losowych oraz analiza
ich wlasnosci;

— propozycje modyfikacji procedur szacowania parametrow rozktadu zmien-
nej losowej, prowadzace do otrzymania estymatorow o mniejszych obciazeniach
1 mniejszych bledach sredniokwadratowych;

— poréwnanie rozwazanych metod dla wybranych klas rozkladow zmien-
nych losowych oraz sformutowanie wnioskoéw dotyczacych ich efektywnosci;

— prezentacja parametrycznych i nieparametrycznych metod estymacji
kwantyli, w tym mediany;

— analiza wybranych metod estymacji stosowanych w badaniach zjawisk
ekstremalnych, w szczegdlnosci metod wykorzystujacych oszacowania ogonoéw
rozktadow rozwazanych zmiennych;

— wskazanie obszarow zastosowan rozwazanych procedur statystycznych
opartych na kwantylach w badaniach ekonomicznych.

Weryfikacji poddano nastgpujace hipotezy badawcze:

— zastosowanie metody kwantyli z odpowiednio dobranymi rangami stoso-
wanych statystyk pozycyjnych umozliwia uzyskanie estymatoréw nieobciazo-
nych lub asymptotycznie nieobciazonych o matych bledach sredniokwadratowych;

— modyfikacje kwantylowej metody najmniejszych kwadratow prowadza
do otrzymania estymatorow parametrow rozkladéw populacji o mniejszych ob-
cigzeniach i bledach sredniokwadratowych niz estymatory uzyskane kwantylowa
metoda najmniejszych kwadratow oraz metoda kwantyli;

— modyfikacja metody momentdéw wazonych prawdopodobienstwami, pole-
gajaca na zastosowaniu dystrybuanty empirycznej typu level crossing, pozwala
otrzyma¢ estymatory o lepszych wlasnosciach w stosunku do estymatorow
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Wprowadzenie 9

uzyskanych metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami z klasyczna
dystrybuanta empiryczna;

— procedury nieparametrycznej estymacji bootstrapowej umozliwiaja uzy-
skanie przedzialow ufnosci pokrywajacych warto$¢ szacowanego parametru
z prawdopodobienstwem w przyblizeniu rownym ustalonemu wspoétczynnikowi
ufnosci o doktadnosci wigkszej niz nieparametryczne metody klasyczne.

Praca sklada si¢ z sze$ciu rozdziatdéw, w ktorych omowiono zagadnienia
metodologiczne zwigzane z procedurami estymacji opartymi na kwantylach
z proby oraz podano przyktady ich zastosowan.

W rozdziale pierwszym przedstawiono statystyki pozycyjne i ich matema-
tyczne funkcje. Zaprezentowano, znane z literatury przedmiotu, podstawowe
twierdzenia dotyczace ich charakterystyk liczbowych, funkcyjnych, w tym roz-
ktadéw granicznych, uzupeiajac je twierdzeniami dotyczacymi wilasnosci sta-
tystyk pozycyjnych wyznaczanych w oparciu o ciagi zmiennych losowych
o wybranych rozktadach. Sa one niezbgdne do konstrukcji estymatoréw przed-
stawionych w dalszej czesci pracy.

W rozdziale drugim omowiono metody estymacji punktowej parametrow
rozktadu zmiennej losowej, wykorzystujace statystyki pozycyjne. Prezentowane
w literaturze metody: kwantyli (por. J. Bartoszewicz [1996]), kwantylowa meto-
da najmniejszych kwadratow (por. E. Castillo i in. [2004]), metoda momentow
wazonych prawdopodobienstwami (por. J. A. Greenwood i in. [1979]), bootstra-
powa (por. B. Efron, R. J. M. Tibshirani [1993]), uzupetione sa autorskimi
propozycjami ich modyfikacji pozwalajacymi uzyskaé estymatory o mniejszym
obciazeniu i mniejszej wariancji. Dwie proponowane metody stanowia modyfi-
kacje kwantylowej metody najmniejszych kwadratow, a trzecia — metody mo-
mentéw wazonych prawdopodobienstwami. Pierwsza z nich polega na pominig-
ciu w estymacji kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow ustalonej liczby
k skrajnych kwantyli z préby, natomiast druga na wyznaczeniu estymatoréw
kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow z pominigciem rdéznej liczby
skrajnych kwantyli, a nastgpnie wyznaczeniu mediany z otrzymanych oszaco-
wan. Inna propozycja modyfikacji dotyczy wykorzystania dystrybuanty empi-
rycznej level crossing w metodzie momentow wazonych prawdopodobienstwa-
mi. Ponadto w rozdziale tym prezentowane sa metody estymacji bayesowskiej
konstruowane przy ustalonym rozktadzie a priori szacowanego parametru i usta-
lonej funkcji straty. Liniowa funkcja straty sprawia, ze estymatorami szacowa-
nych parametrow sa kwantyle rozktadu a posteriori, czyli pewne funkcje statystyk
pozycyjnych. W metodach bootstrapowych, oméwionych w jednym z podroz-
dzialow, istotne znaczenie maja kwantyle rozktadow bootstrapowych stosowane
do konstrukcji przedziatow ufnosci.

W rozdziale trzecim przedstawiono wyniki badan wiasnych dotyczacych
wlasno$ci metod estymacji opartych na statystykach pozycyjnych, ze szczegblnym
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10 Wprowadzenie

uwzglednieniem autorskich propozycji. W przypadku rozwazanych metod nie
zawsze mozliwe jest analityczne zbadanie obciazen i btedow sredniokwadrato-
wych otrzymanych estymatorow, dlatego stosowano metody Monte Carlo. Dzig-
ki dostgpnemu oprogramowaniu komputerowemu, szybkim procesorom istnieje
mozliwo$¢ wykonania tak duzej liczby powtorzen analizowanych procedur, ze
wyniki badan symulacyjnych sa praktycznie identyczne z wynikami obliczen
analitycznych. Przeprowadzone badania pozwalaja oceni¢ wtlasnosci rozpatry-
wanych metod dla wybranych klas rozkladow populacji, poréwnaé je oraz
sformutowa¢ wnioski dotyczace ich efektywnosci i praktycznego zastosowania.

W kolejnym rozdziale pracy zaprezentowano wykorzystanie statystyk pozy-
cyjnych w estymacji parametréw pozycyjnych rozktadu zmiennej losowej, czyli
kwantyli i dominanty. Problematyce estymacji punktowej i przedziatlowej, pa-
rametrycznej oraz nieparametrycznej kwantyli rozkladu badanej zmiennej,
w szczegoOlnosci parametru potozenia — mediany, poswigconych jest wiele prac
R. Zielinskiego (m.in. [2001], [2003], [2005a]) oraz W. Zielinskiego (np. [2008],
[2009]). Oprocz klasycznych metod estymacji, w rozdziale tym przeanalizowano
rowniez wybrane bayesowskie i bootstrapowe metody szacowania parametrow
pozycyjnych. Rozwazano takze metody szacowania dominanty, wykorzystujace
statystyki pozycyjne (por. np. D. R. Bickel [2002], A. Sokotowski [2013],
J. Wywiat [2000b]). W ostatnich podrozdziatach przedstawiono zastosowanie
rozwazanych estymatoréw kwantyli, w tym wiasnych propozycji do konstrukc;ji
estymatorow miar stosowanych w badaniach ekonomicznych.

W rozdziale piatym omoéwiono metody estymacji wykorzystywane w anali-
zach zjawisk ekstremalnych, rzadko wystgpujacych, ktérych zrédtem sg zatama-
nia na rynkach finansowych, katastrofy czy tez nietypowe warunki pogodowe.
Podobnie jak w przypadku estymacji kwantyli, do estymacji parametréw rozktadu
statystyk ekstremalnych moga by¢ stosowane parametryczne i nieparametryczne
metody prezentowane w literaturze (por. m.in. R. A. Davis, S. T. Resnick
[1984], A. L. M. Dekkers i in. [1989], B. M. Hill [1975], J. R. M. Hosting i in.
[1985], J. Pickands [1975]) oraz proponowane w rozdziale drugim zmodyfiko-
wane metody estymacji. Istotnym zagadnieniem jest szacowanie indeksu eks-
tremalnego — parametru okreslajacego ksztalt rozktadu statystyk ekstremalnych.
Jego warto$¢ zwiazana jest z klasa rozktadu populacji. Gdy rozktad populacji
charakteryzuje si¢ grubymi (ci¢zkimi) ogonami, to jego warto$¢ jest dodatnia,
gdy cienkimi (lekkimi) ogonami — indeks wynosi zero, natomiast dla rozktadow
o krotkich ogonach (ograniczonym przedziale wartosci) przyjmuje on wartos¢
ujemna. Ma to znaczenie przy wykrywaniu wartosci nietypowych, rzadko wystepu-
jacych, przy obliczaniu prawdopodobienstw zajscia zdarzen ekstremalnych oraz
szacowaniu wielkosci pojawiajacych si¢ katastrof, przy ustalonym prawdopodo-
bienstwie ich wystapienia. Ponadto podano przyktady wykorzystania statystyk
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ekstremalnych 1 ich funkcji do okre$lania miar stosowanych w analizach eko-
nomicznych, w tym finansowych.

W rozdziale szostym zaprezentowano empiryczne przyklady zastosowan
metod estymacji opartych na statystykach pozycyjnych rozwazanych w pracy.
Ograniczono si¢ do wspomnianych juz wcze$niej trzech obszaréw badan ekono-
micznych: analizy dochodow, bogactwa i ubdstwa, statystycznej kontroli jako$ci
oraz zarzadzania ryzykiem, tzw. zwyklym i ekstremalnym, a takze wskazano
mozliwo$¢ ich wykorzystania w ubezpieczeniach majatkowych. Na podstawie
rzeczywistych danych statystycznych pochodzacych z Gtéwnego Urzedu Staty-
stycznego, jednostki kontrolujacej jako$¢ w przedsigbiorstwie produkujacym
urzadzenia gospodarstwa domowego, publikowanych indekséw polskiej
i amerykanskiej gietdy papierow wartosciowych oraz danych dotyczacych ubez-
pieczen komunikacyjnych pochodzacych z pewnego zaktadu ubezpieczen zapre-
zentowano zastosowanie wybranych metod.

W zamieszczonym aneksie przedstawiono podstawowe charakterystyki
funkcyjne i liczbowe rozkltadéw zmiennych losowych rozwazanych w pracy.

W niniejszej monografii zaprezentowano zaréwno znane z literatury proce-
dury estymacji, jak i wlasne propozycje. W poszczegodlnych rozdziatach mono-
grafii przedstawiano rezultaty analitycznych rozwazan oraz badan symulacyj-
nych przeprowadzonych w oparciu o samodzielnie przygotowane programy
napisane w Srodowisku Gauss i Mathematica.

Pragne serdecznie podzigkowa¢ Recenzentowi — Panu Profesorowi zw. dr. hab.
Wojciechowi Zielinskiemu — za cenne uwagi i sugestie, ktore wptynely na poprawe
jakosci publikacji.
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1. STATYSTYKI POZYCYJNE I ICH WEASNOSCI

1.1. Uwagi wstepne

Statystyki pozycyjne, zwane réwniez porzadkowymi, definiuje si¢ na pod-
stawie prob losowych uporzadkowanych w sposdb niemalejacy lub nierosnacy.

W rozdziale przedstawiono pojecia i wtasnosci podstawowych statystyk po-
zycyjnych, do ktorych naleza kwantyle z proby, w szczegdlnosci mediana, kwartyle,
decyle i percentyle z proby, statystyki ekstremalne oraz dominanta z proby. Po-
nadto rozwazano statystyki bgdace funkcjami statystyk porzadkowych, wyko-
rzystywane w estymacji parametrow polozenia i zréznicowania.

Dla wybranych klas rozktadéow sformutowano twierdzenia okreslajace
funkcje gestosci, dystrybuanty oraz charakterystyki liczbowe statystyk pozycyj-
nych. Analizowano réwniez rozktady graniczne statystyk ekstremalnych, wyko-
rzystywanych w badaniach zjawisk nietypowych. Wyboru rozpatrywanych
rozkladow dokonano na podstawie analizy rozktadow majacych praktyczne za-
stosowanie w badaniach spoteczno-ekonomicznych. W szczegdlnosci rozwazano
rozktady zmiennych losowych, ktére nie maja momentow centralnych pierwsze-
go 1 drugiego rzedu. Wykorzystanie zatem we wnioskowaniu statystycznym
takich estymatoréw, jak $rednia arytmetyczna czy wariancja jest niemozliwe.

Przedstawione statystyki pozycyjne oraz ich funkcje stosowane sa w esty-
macji parametrow rozktadow zmiennych losowych wystepujacych w badaniach
ekonomicznych oraz do szacowania réznego rodzaju miar definiowanych
w oparciu o kwantyle rozktadow.

1.2. Podstawowe statystyki pozycyjne

Niech X, X,,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych

o rozkltadzie okre§lonym za pomoca dystrybuanty F, x,,x,, ..., x, — ciagiem ich

(n) x(n) x(n)

wartosci, natomiast X1y X2y 5 -5 Xy

— uporzadkowanym niemalejaco ciagiem

tych wartosci.
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14 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

Statystyka pozycyjna jest funkcja wektora losowego (X Xy e X n) zdefi-

niowana w nastgpujacy sposob (por. np. M. Fisz [1967, s. 389-390], C. Doman-
skiiin. [1998, s. 176]).

Definicja 1.2.1. Statystyka pozycyjna X},

my zmienng losowa, ktorej warto§ciami sg k-te co do wielkosci warto$ci realiza-
cji, uporzadkowanego w sposob niemalejacy, wektora losowego

(X . Y. ¢ ), stanowiacego probe losowa, czyli warto$ci x((,z'))

gdzie k=1,2, ..., n, nazywa-

Liczbg k nazywamy ranga statystyki pozycyjnej X, ((,f)), natomiast wielkosc¢
K okreslamy jako range wzgledna tej statystyki.
n

Statystyki pozycyjne zwane sa rowniez statystykami porzadkowymi (por.
J. Bartoszewicz [1996, s. 68]).

We wnioskowaniu statystycznym wykorzystuje si¢ statystyki wyznaczane
W oparciu o n-elementowa probe prosta, ktéra stanowi ciag niezaleznych zmien-
nych losowych X, X,,..., X, , czyli wektor losowy (XI,XZ, .G ) Za pomoca
statystyk pozycyjnych definiuje si¢ kwantyle z proby, w szczegolnosci mediang,
kwartyle, decyle i percentyle z proby.

Definicja 1.2.2. Kwantylem rzgdu p, gdzie p € (0,1), z n-elementowej proby
prostej X,,X,,..., X, nazywamy statystyke postaci:

X((,:Q)s gdy np e N’
X, = (1.2.1)
X(&’;L]H), gdy npe N,

gdzie [np] oznacza czegs¢ catkowita liczby np, natomiast N jest zbiorem liczb
naturalnych.

Kwantyl rzgdu p=0,5 z proby losowej X,,X,,..., X, nazywany jest me-
diana. Ze wzgledu na symetrig czgsto definiuje si¢ mediang w ponizszy sposob
(por. R. Zielinski [2011, s. 33]).

Definicja 1.2.3. Mediana Me z n-elementowej proby prostej X, X,,..., X

n

nazywamy statystyke okreslona wzorem:
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