Rozdzial 1

Racjonalnos$é wyboréw dokonywanych
przez pojedynczych konsumentow

Przedmiotem naszych rozwazan w calym podreczniku jest czlowiek lub zbioro-
woéci ludzi, ktérzy mogg wystepowaé w réznych rolach spolecznych: pracownikéw,
producentéw, pracodawcéw, posiadaczy zasob6w materialnych i niematerialnych,
rentieréw lub konsumentéw.

Koncentracja uwagi na jednostce wpisuje sie w logike indywidualizmu meto-
dologicznego, ktéra osadza sie na przekonaniu, ze aby zrozumie¢ rzeczywistosc¢
spoleczng, nalezy skupi¢ uwage na jednostce, a nie na spoleczenstwie jako catosci.
Spoteczeristwo jest bowiem wynikiem dziatan poszczegélnych ludzi, podlegajacym
réznorodnym przeksztalceniom, ktére sg rezultatem tychze dziatan. Indywidu-
alizm metodologiczny jest typowy dla tradycyjnej mikroekonomii, a ogélniej — dla
nurtu neoklasycznego. Jest on przeciwstawiany holizmowi, ktéry sprowadza sie
do przekonania, ze spoleczeristwo nie jest prostg suma tworzacych je jednostek,
a cechy spoteczenistwa wywieraja znaczny wplyw na zachowania i dziatania po-
szczeg6lnych jednostek.

Elementarny charakter prowadzonej przez nas analizy powoduje, ze nie be-
dziemy wchodzi¢ w interesujacq dyskusje z zakresu antropologii filozoficznej nad
tym kiedy i dlaczego jednostke mozna okreéli¢ mianem Homo oeconomicus lub Ho-
mo socialis. O jednostce zaktada¢ bedziemy jedynie, ze nalezy ona bez watpienia do
grupy Homo sapiens'.

Nasze rozwazania bedziemy prowadzili w kategoriach analizy dziata repre-
zentatywnej jednostki, gdyz nie bedziemy starali sie identyfikowaé réznorodnych
zachowan i dziatan poszczegélnych jednostek. Koncentracja uwagi na jednostce,
w przypadku tego podrecznika, nie jest bynajmniej wyrazem przekonania o wyz-
szosci indywidualizmu ekonomicznego nad holizmem. Uwazamy, ze oba podejscia
sa komplementarne, jezeli nie traktuje si¢ ich w sposéb doktrynalny, nadajac jedne-
mu z nim przesadne znaczenie.

Rozpoczniemy naszg analize od opisu racjonalnych wyboréw dokonywanych
przez pojedynczych konsumentéw?. Wyb6r bedziemy utozsamiac z decyzjg. O wy-

1 Syntetyczne wyjasnienie tych i innych poje¢ podano w stowniczku poje¢ zataczonym na koricu
podrecznika.

2 Scislej rzecz biorac: reprezentatywnego konsumenta, ktérego zachowania i dziatania majg walor
og6lnosci i przenoszone sa na zachowania zbiorowoéci konsumentéw.
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1. Racjonalnosé wyboréw dokonywanych przez pojedynczych konsumentéw

borze dokonywanym przez pojedynczego konsumenta bedziemy moéwili, Ze jest on
decyzja racjonalng, gdy jest on dokonywany na podstawie wyodrebnionego (na
ogo6t pojedynczego) kryterium oraz gdy konsument uswiadamia sobie warunki
ograniczajgce dokonanie racjonalnego, a tym samym optymalnego wyboru®.

1.1. Pojecia wstepne

Dla prostoty analizy zajmiemy sie racjonalnymi wyborami* dokonywanymi
przez pojedynczego konsumenta na rynku dwéch towaréw konsumpcyjnych®
oznaczanych symbolem i = 1, 2.

Wprowadzmy podstawowe pojecia, ktére wyznacza ramy analizy prowadzonej
przez nas w dwoch pierwszych rozdziatach.

Df. 1.1. Koszykiem towaréw konsumpcyjnych nazywamy wektor:
x = (x1,22) € R%r,

w ktérym i-ta sktadowa z; > 0, ¢ = 1,2 oznacza wyrazong w jednostkach
fizycznych, nieujemng iloé¢ i-tego towaru w koszyku towaréw x.

Df. 1.2. Przestrzenia towaréw konsumpcyjnych nazywamy zbiér wszystkich
dostepnych na rynku koszykéw towaréw X = R% wraz z okre$long na nim
metryka®:

i=1
lub

dng(x!, %) = max {|} — 27|} = max {|=] — #1|; |2} — 23|} (1.2)

bedacg miarg odlegtosci miedzy dwoma koszykami towaréw”.

Df. 1.3. Iloczynem kartezjariskim okre$lonym na przestrzeni towaréw
X = R? nazywamy zbior:

XxX={(xx)eXxX|x'eXx*eX}, (1.3)

3 Wybér racjonalny to decyzja podejmowana na podstawie subiektywnego kryterium wyboru,
w warunkach ograniczajacych ten wybér.

4 Zakladamy przy tym, ze wybor najbardziej racjonalny jest tozsamy z decyzjg optymalng. Nato-
miast dowolny wybér spelniajacy warunki ograniczajace, zwany decyzja dopuszczalng, niekoniecznie
musi by¢ wyborem najbardziej racjonalnym. Z prowadzonych dalej analiz wynika, ze zbiér decyzji
optymalnych nie musi by¢ zbiorem jednoelementowym, w szczegdlnych przypadkach moze by¢ zbio-
rem nieskoriczonym.

5 Prowadzone przez nas rozwazania bez trudu mozna uogélnié na przypadek rynku, na ktérym
wystepuje dowolnie duza, ale skoriczona liczba towaréw konsumpcyjnych.

Pojecie metryki zostalo zdefiniowane w aneksie matematycznym df. A.15.

7 Pierwsza z metryk jest metryka euklidesowa. Nie ma ona zastosowania do pomiaru odleglosci
(zréznicowania) koszykéw towaréw, w ktorych ilosci towaréw wyrazone sa w réznych jednostkach.
Wszyscy wiemy, ze nie mozna ,dodawac do siebie pséw i kotéw”, a ogélnie wielkosci wyrazanych
w réznych jednostkach miary. Druga z metryk, ktérg dla uproszczenia bedziemy nazywaé metryka
nieeuklidesowg, nie stwarza probleméw zwigzanych z wymiarami towaréw.
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1.1. Pojecia wstepne

wszystkich uporzadkowanych par koszykéw towaréw, w ktérych oba koszyki
towarow (pierwszy i drugi w parze) nalezg do przestrzeni towaréw.

Df. 1.4. Relacja (stabej) preferencji konsumenta nazywamy zbior:
P={(x'x*) e X xX|x' zx*} Cc X xX (14)
wszystkich uporzadkowanych par koszykéw towaréw, w ktérych koszyk pierwszy

jest niegorszy (stabo preferowany) od koszyka drugiego.

Df. 1.5. Relacja silnej preferencji konsumenta nazywamy zbi6r:
Pi={(x'¥*) e X x X|x' =x*} C X x X, (1.5)

wszystkich uporzadkowanych par koszykéw towardéw, w ktérych koszyk pierwszy
jest lepszy (silnie preferowany) od koszyka drugiego.

Df. 1.6. Relacja indyferencji (obojetnosci) konsumenta nazywamy zbiér:
I={(x"x) eXxX|x'~x*} CcXxX, (1.6)

wszystkich uporzadkowanych par koszykéw towaréw, w ktérych koszyk pierwszy
jest tak samo dobry (indyferentny) jak koszyk drugi.

Uwaga 1.1.
P,P,ICXxX

— co oznacza, ze relacje: stabej preferencji, silnej preferencji i indyferencji sa pod-
zbiorami iloczynu kartezjariskiego X x X.

Uwaga 1.2.
P=PUICXxX (1.7)

— co oznacza, ze relacja slabej preferencji jest suma relacji silnej preferengji i relacji
indyferengji.

Df. 1.7. Relacja (slabej) preferencji konsumenta P jest relacja pelnego prepo-
rzadku®, co oznacza, ze jest ona relacjg zupelng i przechodnia:

vx,x* e X = R5 x' mx*vx® o x! (zupemnosé), (1.8)
v e X = Ry x' X Ax o x> = x! o x° (przechodniosé). (1.9)

Zupelno$¢ oznacza, ze konsument zapytany o swoje preferencje w odniesieniu
do dwéch réznych koszykéw towaréw zawsze potrafi okresli¢, ze pierwszy jest
niegorszy od drugiego lub drugi jest niegorszy od pierwszego. Innymi stowy,
potrafi tez wskaza¢ silnie preferowany przez niego koszyk lub stwierdzi¢, ze oba sg
tak samo dobre (indyferentne).

Przechodnioé¢ oznacza, ze konsument potrafi uporzadkowac koszyki z punktu
widzenia swoich preferengiji.

Zalozenie 1.1. Zal6zmy, ze przy danych cenach towaréw p = (p1, p2) € int R%.

oraz dochodzie konsumenta’ I € int B!, podaz towar6éw jest ograniczona, ale

zawsze przewyzsza popyt zgtaszany przez konsumenta na kazdy towar'®.

8 W aneksie matematycznym podano syntetyczne informacje o podstawowych typach relacji pre-
ferenciji.

° W tym miejscu nie okreglamy zrédta dochodu.

10 Sciglej rzecz biorac, jest ona dostatecznie duza (zob. uwaga 1.5).
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Df. 1.8. Zbiorem budzetowym bedziemy nazywa¢ wyrazenie!l:

D(p1,p2, I) = {(21,22) € Ri|pra1 + po22a < I} C X = R%, (1.10)
oznaczajgce zbiér wszystkich koszykéw towaréw, ktérych wartoé¢, przy danych
cenach towaréw konsumpcyjnych, nie przekracza dochodu konsumenta.

Uwaga 1.3. O zbiorze tym zakladamy, ze nie jest zbiorem pustym!?, jest zwarty
(ograniczony i domkniety) i wypukly.

Df. 1.9. Linig budzetowa (ograniczeniem budzetowym) nazywamy zbiér
wszystkich koszykéw towaréw, ktérych wartosé (przy danych cenach towaréw
konsumpcyjnych) jest réwna dochodowi konsumenta:

L(p,p2, 1) = {(z1,22) € R |p1a1 + paaa =1} C X = R} (1.11)

\ 4

(O7 O) (] | O) I
y4!

Rysunek 1.1. Zbiér budzetowy D(p, I) i linia budzetowa L(p, I)
w przestrzeni towarow X C RL

Celem konsumenta jest wybor takiego koszyka towaréw:
X = (i'l/ -,EZ) S D(pllpZ/ I)/

ktéry z punktu widzenia jego preferencji bytby najlepszy w zbiorze wszystkich
koszykow towaréw, o wartoéci niewiekszej od dochodu konsumenta.

Df. 1.10. Optymalnym koszykiem towaréw w zbiorze D(p,I) C X = R%
nazywamy taki koszyk towaréw konsumpcyjnych X = (z1, Z2) € D(p, I), ze:

Vx = (.1?1, 1‘2) € D(p, I), X = (.731, 532) i: (331,112) = X. (112)

11 Jest to zbi6r wszystkich koszykéw towaréw, ktére moze nabyé¢ konsument dysponujacy odpo-
wiednim dochodem.

12 W przypadku gdyby zbiér D(p,I) byl zbiorem pustym, pojedynczy konsument nie mégiby
dokona¢ wyboru jakiegokolwiek koszyka towaréw. Wéwczas racjonalng decyzja bylaby rezygnacja
zwyboru jako konsekwencja niespelnienia przez konsumenta warunkéw umozliwiajgcych dokonywa-
nie wyboru.
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1.1. Pojecia wstepne

Uwaga 1.4. Optymalny'® koszyk towaréw, z punktu widzenia preferencji kon-
sumenta, w zbiorze D(p,I) C X = R? jest wigc niegorszy od dowolnego koszyka
towaréw nalezacego do tego zbioru.

Zalozenie 1.2. Zal6zmy, ze przy danych cenach towaréw p = (p, p2) € int R%.
i dochodzie konsumenta I € int R}, podaz towaréw jest ograniczona. Tym samym
podaz towaréw moze by¢ nizsza, réwna lub wyzsza od zgtaszanego na nie popytu.

Df. 1.11. Zbiorem podazowym nazywac bedziemy zbior:
B={(x1,22) € R} |o1 < b, a2 <by} C X = R} (1.13)

wszystkich koszykéw towaréw, w ktérych iloé¢ i-tego towaru jest niewieksza od
nieujemnej podazy tego towaru 0 < b;, i =1,2.

A
T2
(0.55) (b1, b2)
5 02
B
(0,0) (b1,0) 71

Rysunek 1.2a. Zbiér podazowy

Z punktu widzenia konsumenta, ktéry przy wyborze optymalnego koszyka
towaréw musi de facto uwzgledniaé ograniczenia podazowe i budzetowe, istotne sa
relacje wystepujace miedzy zbiorami budzetowym i podazowym.

Rozpatrzmy ponizsze przypadki.

Przypadek 1. Zbiér budzetowy jest podzbiorem zbioru podazowego:

D(p,I) C B, co oznacza, ze podaz towardw jest dostatecznie duza. Z takg sytu-
acja mamy do czynienia wtedy, gdy: 0 < p—’l <hiAO< piz < by. Wéwezas wigzace

- A
B (b1, 02)
(O,bz)
D(p,I)
(O, 0) (bl,o) 1 e

Rysunek 1.2b. Zbiér budzetowy jako podzbiér zbioru podazowego, gdy: é =b;,i=1,2

13 Optymalny, czyli najlepszy z punktu widzenia okreslonego kryterium optymalnosci. Dlatego nie
powinno si¢ uzywac okreslenia ,najbardziej optymalny”.
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1. Racjonalnosé wyboréw dokonywanych przez pojedynczych konsumentéw

jest ograniczenie budzetowe, a konsument wybiera optymalny koszyk towaréw
w zbiorze D(p, I).

A
B (b1, b2)
(0,b2)
(05)
D2
D(p,I)
(0,0) ([’0) (b1,0) 11
7

Rysunek 1.2c. Zbiér budzetowy jako podzbiér zbioru podazowego, gdy: % <b,i=12

Przypadek 2. Zbiér podazowy jest podzbiorem wtasciwym zbioru budze-
towego: B C D(p,I), co oznacza, ze podaz towaréw jest dostatecznie mata.
Z taka sytuacjg mamy do czynienia wtedy, gdy: Vo, 8 > 0, o + 5 = 1,
0<b < ‘;—f N0 <b < %. Woéwczas wigzace jest ograniczenie podazowe, a konsu-
ment wybiera optymalny koszyk towaréw w zbiorze B.

A
x2

o)

(Ov bz)

»
® >
1

0,0 b1, 0 z
(0,0) (b1,0) ([70>
p1

Rysunek 1.3. Zbiér podazowy jako podzbiér zbioru budzetowego,
gdy: b1 € (0,2) Aby € (0,20)

Przypadek 3. Zbiér budzetowy i zbiér podazowy nie sg zbiorami rozlgcznymi,
ale réwnocze$nie zaden z nich nie jest podzbiorem wlasciwym drugiego zbioru.
Z taka sytuacjg mozemy mie¢ do czynienia wtedy, gdy: 0 < b; < ;TIl N0 < ,TIZ < b
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albo0 < b, < é A0 < p% < by. Wéwczas oba ograniczenia s3 wigzace rownoczeénie,
a konsument dokona wyboru optymalnego koszyka towaréw w zbiorze: BND(p, I),
ktory jest r6zny od zbioréw B lub D(p, I).

A
0, b
(0,62) B byt
()1
D2
D(p,I)NB
0,0 b1,0 C ;
(0,0) (b1,0) <I70>
P

Rysunek 1.4a. Zbiér podazowy nie jest podzbiorem zbioru budzetowego (i odwrotnie)
wtedy, gdy: 0 < b1 < - A0 < - < b2

A
-2
m
(0,02) b (b1, b2)
D(p,I)N B
0,0 y ” z
(0,0) (17()) (b1,0)
i

Rysunek 1.4b. Zbiér podazowy nie jest podzbiorem zbioru budzetowego (i odwrotnie)
wtedy, gdy 0 < b2 < é/\0< é < b

Przypadek 4. Zbiér podazowy i zbiér budzetowy nie s zbiorami roztgcznymi,
ale r6wnocze$nie zaden z nich nie jest podzbiorem wtasciwym drugiego zbioru.
Z taka sytuacjg mozemy mie¢ do czynienia wtedy, gdy: 0 < % <h < é N0 <
< % <bh < piz. Woéweczas oba ograniczenia sg wigzgce rownoczesnie, a kon-
sument dokona wyboru optymalnego koszyka towaréw w zbiorze: BN D(p, I),
ktéry jest r6zny od zbioréw B lub D(p, I).

Uwaga 1.5. W catym rozdziale 1 bedziemy zaktada¢, ze dla konsumenta do-

konujgcego wyboru optymalnego koszyka towaréw podaz towaréw nie jest
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1. Racjonalnosé wyboréw dokonywanych przez pojedynczych konsumentéw

2 A

(o)
P2
B
(O,bz) (bl,bz)
D(p, 1) mx

>,

(07 O) (b1,0) ([70>
4\

Rysunek 1.5. Zbiér podazowy nie jest podzbiorem zbioru budzetowego (i odwrotnie)
wtedy, gdy: 0 < % <bh < -A0< % <b < o

ograniczeniem wigzacym. Sytuacja taka ma miejsce wtedy, gdy podaz towardéw jest
nie mniejsza od zglaszanego na nie popytu. Nie oznacza to jednak, ze podaz towa-
réw jest nieograniczona. Kwestie wplywu wigzacego ograniczenia podazowego na
wybér optymalnego koszyka towaréw uwzglednimy w zadaniach podanych na
koricu rozdziatu.

1.2. Funkcja uzytecznosci

Df. 1.12. Funkcja uzytecznosci konsumenta (okreslong na przestrzeni towa-
ré6w X = R? ) nazywamy odwzorowanie u: R — R!, takie ze:

whxr e X = R, x' o e u(x') > u(x?), (1.14)
whxr e X = R, x' = x* & u(x') > u(x?), (1.15)
vh,x* e X = RE x' ~x* & u(x') = u(x?). (1.16)

Wybrane wlasnosci funkcji uzytecznosci

Df. 1.13. Funkgja uzytecznosci u: R — R! jest ciggta w punkcie x € R?, jezeli
dla dowolnego ciggu {xl}:;of ,x' € X = R3 mamy:

lim x' — x= lim wu(x) — u(x). (1.17)
i—+00 1—+00

Df. 1.14. Funkcja uzytecznosci u: R7. — R! jest ciggta na przestrzeni towaréw
X = R?, jezeli jest ona ciggta w kazdym punkcie tej przestrzeni.

Df. 1.15. Funkgja uzyteczno$ci u: B3 — R! jest r6zniczkowalna na przestrzeni
towaréw X = R?, jezeli jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu:

ou(xy, x2) ~ lim u(x1 + Amxq, ) — u(xq, x2)
8%1 Az1—0 Al‘l

(1.18)
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oraz

ou(x1, x2) . u(xy, o+ Axg) — w1, x2)
————= = lim
8332 Azy;—0 Al‘z
sg cigglte na tej przestrzeni.

(1.19)

Df. 1.16. Krarficowa uzytecznoscia i-tego towaru w koszyku towaréw x =
= (z1,12) € R% nazywamy pochodng czgstkowg pierwszego rzedu funkgji uzy-
tecznosci:

Ou(xq, x2)
8.’Ei
ktéra okresla, o ile w przyblizeniu zmieni sie uzytecznoé¢ koszyka towaréw x € R2,
gdy ilo¢ i-tego towaru wzroénie o (umowng) jednostke, a iloé¢ drugiego towaru
w tym koszyku nie ulegnie zmianie.

i=1,2, (1.20)

Df. 1.17. Funkcja uzytecznosci u: R4 — R! jest dwukrotnie rézniczkowalna
na przestrzeni towaréw X = R?, jezeli jej pochodne czastkowe drugiego rzedu:

Pu(xy,20) Pu(zy,x2)  Pulry,20) . . o
= ,i=12, , 1.21
oxz2 7 Ox;0x; oxj0x; bd (At (1.21)

s3 ciggle na tej przestrzeni.

Uwaga 1.6. Jezeli funkcja uzytecznoéci u: B3 — R! jest dwukrotnie rézniczko-
walna oraz:
0*u(xy, 7)
a2
to méwimy, ze kraricowa uzytecznosc i-tego towaru maleje wraz ze wzrostem ilosci
tego towaru w koszyku towaréw x € Ri. Jest to tzw. pierwsze prawo Gossena.

¥x€X =R, <0 i=1,2, (1.22)

Przyklad 1.1. Uzasadnij geometrycznie i analitycznie, ze dla logarytmicznej
funkcji uzytecznosci:

a) u(x) =alnz,a >0,z € intR},

b) u(z1,22) = a1lnzy + axInas,a; > 0, 2; € intRL, i = 1,2, spelnione jest
prawo Gossena.

Ad a) Logarytmiczna funkcja uzytecznosci jednej zmiennej jest funkcja rosnaca,

gdyz: 4 — e 5 g,

\

/(1,0) T

Rysunek 1.6a. Wykres funkcji uzytecznosci u(x) = alnz,a > 0,z € int R}
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)A

»
'

(1,0) x

Rysunek 1.6b. Wykres funkcji kraicowej uzytecznosci koszyka towaréw x € R},
wzgledem ilosci towaru

Natomiast pierwsza pochodna tej funkcji uzytecznosci jest funkcjg malejaca,
poniewaz:
d?u(x a
(2 ) = **2 < O,
dz x
co oznacza, ze kraficowa uzyteczno$¢ towaru maleje wraz ze wzrostem jego ilosci.

dzu(x) A
da?

\/

Rysunek 1.6¢c. Wykres drugiej pochodnej funkcji uzytecznosci

Tym samym dla logarytmicznej funkeji uzytecznosci u: int R}, — R! spelnione
jest I prawo Gossena.
Ad b) Logarytmiczna funkcja uzytecznosci dwéch zmiennych wzgledem ilosci

i-tego towaru jest funkcja rosnaca, gdyz: ag—qgf) =+>01i=12

u(x)A

(1,0) T

Rysunek 1.7a. Wykres rzutu logarytmicznej funkcji uzytecznoéci na ptaszczyzne

Pochodna czastkowa pierwszego rzedu tej funkcji wzgledem ilosci i-tego towaru
u(x)

jest natomiast funkcjg malejaca, gdyz: =55~ = —% < 0,4 =1,2. Co oznacza, ze
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kraricowa uzytecznoé¢ i-tego towaru maleje wraz ze wzrostem jego ilosci w koszyku
towaréw x € R%.

»
>

(1,0)

Zq

Rysunek 1.7b. Wykres rzutu funkcji kraricowej uzytecznosci i-tego towaru na plaszczyzne

9% u(x)
Ox?

k3

\/

T

(07 _ai)

Rysunek 1.7c. Wykres pochodnej czgstkowej drugiego stopnia funkcji uzytecznosci wzgle-
dem ilosci i-tego towaru

Tym samym dla logarytmicznej funkcji uzytecznosci dwoéch zmiennych
u:int R — R! spelnione jest I prawo Gossena.

Df. 1.18. Funkcje uzytecznosci u: R — R' nazywamy:
a) wklesla na zbiorze R?, jezeli:
vxLx* € R2, VYa,3>0; a+8=1 ulax' + Bx*) > au(x!) + fu(x?),
b) wypukla na zbiorze R%, jezeli:
X e RE, Ya,8>0; a+B8=1 ulax'+ x*) < au(x') + Bu(x?),
c) silnie wklesta na zbiorze R?, jezeli:
whx*e RE, x'#x%, Va,>0; a+B=1 ulax’ +Bx*) > au(x') + Bu(x?),
d) silnie wypukla na zbiorze R?, jezeli:
whxt e RE, xP#x%, VYo,>0; a+p=1 ulax' + %) < au(x') + Bu(x?).
Df. 1.19. Funkcje uzytecznosci u: R — R' nazywamy:
a) rosnaca na zbiorze R?, jezeli'*:

whxr e RE, x> = u(x!) > u(x?),
n

1 2

4 Nierownos¢ x! > x? oznacza, ze Vx!,x> € R wektor x! jest co najmniej po jednej skladowej
n

wigkszy od wektora x?, a po pozostatych oba wektory moga by¢ réwne.
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b) malejaca na zbiorze R? , jezeli:
v xr e RE, x'>x = u(x!) <u(x?),
n
c) nierosnaca na zbiorze R%, jezeli:
!, x® e R%, x'>x* = u(x') <u(x®),
n
d) niemalejaca na zbiorze R, jezeli:
v, x> € R%, x'>x* = u(x!) > u(x?).
n

Uwaga 1.7. Jezeli funkcja uzytecznosci u: R2 — R! jest rozniczkowalna na
swojej dziedzinie, to jest ona:

a) rosnaca, gdy: 240 > 0, = 1,2,
b) malejaca, gdy: a"(x <0,i=12,

) meroanca, gdy 8“ X) <0,:=1,2,
0 >0,i=1,2.

Tabela 1.1. Przykladowe funkcje uzytecznosci*

Funkcja uzytecznosci u: R}, — R! u: RA — R!

. u(x) =az +b u(x1,x2) = a1 + arx2
Liniowa a,b>0, z€R! a; >0, i=1,2
Potegowa u(x) = ax® ' u(z1,22) = azy Tlas?
(multiplikatywna) a,a>0, ze Ry a,a; >0, i=1,2

) u(x) =alnz u(z1,2) Z a; Inx;,
Logarytmiczna a>0, z€intR}

a; >0, x; E 1r1tR1

u(x1, x2) = a1zt + arxs
Subaddytywna a>0, i=1,2, ac(0,1)

Koopmansa- u(z1, 22) = min {a121; axx2}
-Leontiewa a; >0, 1=1,2.

0
u(z1,22) = (a1z] + acx) )
CES - ai >0, z; € Ry, >0,
1=1,2, v€(-1,0)N(0,400)

* W przypadku dwuargumentowych funkgji uzytecznosci przyjmujemy, ze wyraz wolny b = 0.

Uwaga 1.8. Funkcja uzytecznosci jest liczbowg charakterystyka relacji pre-
ferencji konsumenta. Nalezy to rozumie¢ w taki sposéb, ze kazdemu koszyko-
wi towaréw konsumpcyjnych przyporzadkowujemy pewngq liczbe rzeczywista
(niekoniecznie dodatnig). Tak okreslona uZytecznoéé koszyka towar6w ma zna-
czenie, jezeli pozwala rozstrzygnaé, czy uzytecznosé¢ dwoch réznych koszykow
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towardow jest taka sama, czy tez r6zna. Bezwzgledna warto$¢ uzytecznosci nie jest
najistotniejsza.

Wynika to stad, Ze jezeli istnieje jedna funkcja uzytecznoéci opisujaca relacje
preferencji konsumenta, to kazda funkcja powstata ze ztozenia funkcji uzytecz-
nosci i dowolnej funkcji rosngcej jest takze funkcjg uzytecznoéci opisujaca dana
relacje preferencji konsumenta. Innymi stowy, istnieje nieskoniczenie wiele funkcji
uzytecznosci opisujgcych te sama relacje preferencji konsumenta, a kazdej z nich
odpowiada inna uzytecznos¢ tego samego koszyka towaréw konsumpcyjnych.

Zatézmy, ze istnieje potegowa funkcja uzytecznosci u: R3 — R!, ktora opisuje
relacje preferencji konsumenta. Z definicji funkcji uzytecznosci wynika, ze:

v, x* e X = RE x' 3 e u(x') > u(x?). (1.23)

Rozpatrzmy logarytmiczng funkgje g: int R — R, o ktérej wiemy, ze jest funk-
cja rosngcy. Wéwcezas funkcja powstata ze zlozenia potegowej funkcji uzytecznosci
i rosnacej funkgji logarytmicznej jest funkcja uzytecznosci v: R — R'opisujaca
te sama relacje preferencji konsumenta. Jezeli u: R% — R! jest potegowa funkcja
uzytecznosci w postaci: u(x) = ax]"'x5?, to funkcja powstala ze zlozenia funkgji po-
tegowej i rosnacej funkcji logarytmicznej ma postaé: v(x) = Inu(x) = In az]" z5* =
=Ina+ a1 Inz 4+ apIn s ijest logarytmiczng funkcjg uzytecznosci opisujaca te
sama relacje preferenciji:

v xte X = RE x' mx e u(x') > u®) & o(x') > v(P). (1.24)

Zauwazmy, ze w funkji uzytecznoéciv: B2 — R' wystepuje stataIna > 0, ktéra
ma wplyw na warto$¢ funkcji uzytecznosci, ale nie ma znaczenia dla rozstrzygniecia,
ktéry z dwéch koszykéw towaréw Vx!, x* € R? jest niegorszy od drugiego. Dlatego

wygodniej jest sie postugiwaé logarytmiczng funkcjg uzytecznosci w postaci'®:

U(x) —In x?lxélz =m In 1+ o In x>. (125)

v(x) =1In
Df. 1.20. Krzywa obojetnosci dla funkeji uzytecznosci u: B3 — R! nazywamy
zbiér:
G={(z1,m) € X = Ri|u(m1,x2) = u = const}, (1.26)
wszystkich tych koszykéw towaréw, ktérych uzytecznosé jest taka sama i wynosi
u, = const.

Przyklad 1.2. Przedstaw wykresy funkcji uzytecznosci: liniowej, potegowej,
logarytmicznej, subaddytywnej i Koopmansa-Leontiewa w przestrzeni RS, oraz
krzywych obojetnosci G = {z1,22) € X = R% |u(z1,22) = u = const} w przestrze-
ni towaréw R?.

Przedstawmy wybrane charakterystyki funkcji uzytecznosci, ktére majg istotne
znaczenie w teorii popytu konsumenta. W tabeli 1.2 podano definicje bezwzgled-
nych i wzglednych przyrostéw argumentéw i wartosci funkcji uzytecznosci jednej
lub dwéch zmiennych.

Dana jest rézniczkowalna funkcja uzytecznosci u: R — R'.

15 Jakkolwiek pokazali$my, ze logarytmiczna funkcja uzytecznosci powstaje ze zlozenia potego-
wej funkgji uzytecznosci i rosnacej funkeji logarytmicznej, a wystepujace w niej parametry sg réwne
wykladnikom potegowym funkcji potegowej, to zapisujac 0gdlng postaé logarytmicznej funkcji uzy-
tecznosci, jej parametry bedziemy oznaczaé symbolem a; > 0,7 = 1,2, zamiast a; > 0,3 = 1,2.
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Tabela 1.2. Bezwzgledne i wzgledne przyrosty wartosci argumentéw oraz wartosci
funkcji uzytecznosci

Przyrosty uw: Ry — R! w: Ri_ — R
Au = u(z1 + Az) — u(z1) Au = u(x1 + Ax1, x2) — u(w1, 22)
b led
czwzgiedny Az =2 — 11 Au = u(x1, x2 + Axz) — u(z1, 22)
Au  ulzr + Az, z2) — u(x, 2)
Au  u(zr+ Az) —u(z) | Az Az
wzgledny Az Ax A
u  u(x, 22 + Axp) — u(w1, 22)
Ax; N Az

Df. 1.21. Kraficowg uzytecznoscig koszyka towar6w x € R (tempem wzrostu
funkgji uzytecznosci) wzgledem ilosci i-tego towaru nazywamy wyrazenie:

) w(z, + Az, ) —u(xg, xj)  Ou(x) . . L
T;(x) = lim = , 14,5=1,2, i+#], 1.27
Z( ) Ax;—0 sz 8:& J J ( )
ktére okreéla, o ile w przyblizeniu zmieni sie (zwiekszy, zmniejszy lub pozostanie
niezmieniona) uzytecznos¢ koszyka towaréw x € R, jezeli ilos¢ i-tego towaru
wzroénie o umowna jednostke, a iloé¢ drugiego towaru sie nie zmieni.

A
u(x)

Rysunek 1.8a. Wykres liniowej funkcji uzytecznosci i jej krzywej obojetnosci
dlau(x) =u>0

Rysunek 1.8b. Wykres potegowej funkcji uzytecznosci i jej krzywej obojetnosci,
2
gdyu(x)=u>0> ;=1

i=1
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Rysunek 1.8c. Wykres potegowej funkcji uzytecznosci i jej krzywej obojetnosci,
2

gdyux)=u>0> ai <1

i=1

Rysunek 1.8d. Wykres potegowej funkcji uzytecznosci i jej krzywej obojetnosci,
2

gdyu(x) =u>0> a; >1

i=1

Rysunek 1.8e. Wykres logarytmicznej funkcji uzytecznosci i jej krzywej obojetnosci,
gdy u(x) =u >0
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A
u(x)

Rysunek 1.8g. Wykres subaddytywnej funkcji uzytecznosci i jej krzywej obojetnosci,
gdy u(x) =u>0,a<1

u(x)

Rysunek 1.8h. Wykres funkgji uzytecznosci Koopmansa-Leontiewa i jej krzywej
obojetnosci, gdy u(x) =u >0

16 Jezeli o = 1, to subaddytywna funkcja uzytecznosci jest funkcja liniows.
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Df. 1.22. Stopa wzrostu uzytecznosci'® koszyka towaréw x € R% wzgledem
ilo$ci i-tego towaru nazywamy wyrazenie:
Si(x) = lim u(z; + Az, x5) —ul(xg, zy) 1 _
Ax;—0 Al‘l U(X)
_Ou(x) 1 Ti(x)
Oz u(x)  u(x)
ktore okreéla, o ile w przyblizeniu procent zmieni sie (zwigkszy, zmniejszy lub
pozostanie niezmieniona) uzytecznos¢ koszyka towaréw x € R?, jezeli ilos¢ i-tego
towaru wzroénie o umowng jednostke, a iloé¢ drugiego towaru si¢ nie zmieni.

(1.28)

7 i,j:1,2, Zi.]l

Df. 1.23. Elastyczno$cia uzytecznosci koszyka towaréw x € R% wzgledem
ilo$ci i-tego towaru w nazywamy wyrazenie:
u(zi+Ax;x;)—u(x;,x;)

lim ulx) =

Ei (X)

?;(; Sn (1.29)
uX) Ti o e L,
= or, ) Si(x)x;, 4,57=1,2, i+j,

ktore okresla, o ile w przyblizeniu procent zmieni sie (zwiekszy, zmniejszy lub
pozostanie niezmieniona) uzytecznos¢ koszyka towaréw x € R?, jezeli ilos¢ i-tego
towaru wzroénie o 1%, a iloé¢ drugiego towaru sie nie zmieni.

Uwaga 1.9. Stopa wzrostu i elastycznosé uzytecznosci koszyka towarow x € R%
wzgledem iloéci i-tego towaru s miarami wzglednego przyrostu wartosci funkgji
uzyteczno$ci spowodowanego odpowiednio jednostkowym lub 1-procentowym
wzrostem ilosci i-tego towaru w koszyku towaréw x = (z1,z2) € R%r.

Uwaga 1.10. Poniewaz funkcja uzytecznosci Koopmansa-Leontiewa nie jest
rézniczkowalna, niemozliwe jest wyznaczenie jej tempa wzrostu, stopy wzrostu
i elastycznos$ci na podstawie definicji 1.21-1.23.

1.3. Substytucja, neutralnos$¢ i komplementarnos¢
towar6w konsumpcyjnych

Substytucja towaréw dotyczy tylko tych koszykow towaréw x = (z1,22) € R?,
ktérych uzytecznosé jest identyczna.

Tym samym dwa dowolne towary konsumpcyjne bedziemy nazywaé towa-
rami substytucyjnymi, jezeli dla zachowania ustalonego poziomu uzytecznosci
okreslonego koszyka towaréw wzrost (spadek) ilosci jednego towaru wymaga
kompensacji odpowiednim spadkiem (wzrostem) ilosci drugiego towaru w koszy-
ku towaru x € R?.

W przypadku gdy dla zachowania ustalonego poziomu uzytecznoéci koszyka
towarow x € R% wzrost (spadek) ilosci jednego towaru nie wymaga kompensacji
odpowiednim spadkiem (wzrostem) ilosci drugiego towaru w koszyku towaréw,
to o dwoéch dowolnych towarach konsumpcyjnych bedziemy méwié, ze sa neutralne
wzgledem siebie.

18 W teorii popytu pojecie stopy wzrostu funkcji uzytecznosci uzywane jest bardzo rzadko.
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Komplementarno$¢ towaréw ujawnia si¢ wtedy, gdy zmiana uzyteczno$ci
koszyka towaréw x € R% wymaga réwnoczesnego wzrostu (spadku) ilosci obu
wystepujacych w nim towaréw.

Uwaga 1.11. Klasyfikacja towaréw konsumpcyjnych na substytucyjne i neutralne
dokonywana jest wéréd towaréw nalezgcych do koszykéw o takim samym poziomie
uzytecznodci (indyferentnych wzgledem siebie).

Uwaga 1.12. O tym, czy dwa dowolne towary z koszyka x = (z1,2,) € R? sa
komplementarne, decyduje to, czy dla wzrostu (spadku) uzytecznosci koszyka
towar6w jest konieczny réwnoczesny wzrost (spadek) ilosci obu towaréw. W przy-
padku gdy nie ma takiej potrzeby, o dwéch dowolnych towarach mozemy méwic,
ze nie sa towarami komplementarnymi.

Zdefiniujmy miary substytucji towaréw konsumpcyjnych. W tym celu zat6zmy,
ze dane sa:

1) rézniczkowalna funkcja uzytecznosci u: R2 — R!,

2) zbidr koszykéw towaréw,

G = {x € R%|u(x) = u = const >0}, (1.30)
o ustalonym poziomie uzytecznosci v = const > 0.

Tw. L.1. Jezeli dany jest zbiér G = {x € R? |u(x) = u = const > 0}, to istnieje
funkcja g: RY. — RY w postaci: z; = g(z1), ktéra opisuje zaleznos¢ miedzy
ilocig towaru drugiego i pierwszego w dowolnym koszyku towaréw o tej samej
uzytecznosci u = const > 0.

Przyktad 1.3. Podaj ilustracje geometryczne funkdji g: R}, — Rl dla:

1) liniowej funkcji uzytecznosci:

U — a1xy

u(X) = @121 + @y = u & 12 = g(r1) = B
2) potegowej funkcji uzytecznosci:
u\a; 1
uw(x) =az'zy? =u e 1y =g(x) = <7) P =,
a =
Ty
3) logarytmicznej funkcji uzytecznosci:
ez
u(x) = arlnzy + axlnxy & 2y = g(r1) = —7,
xq?

4) subaddytywnej funkcji uzytecznosci:

1
u— a1z ©
u(x) = a2y + apxy = u & xp = g(x1) = (a11> ,
2

5) funkgji uzytecznosci Koopmansa-Leontiewa:

: U
u(x) = min {a121; a2} = u & 12 = g(x1) = —,

ap
6) funkgji uzytecznosci CES:
1
X ¥ 5
Z U — a1 x
U(X) = (all'z{ + GQI;)W =u&s a = g(xl) = (a/11>
2
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A
x2

u 1 >
(0,0) (:-0)
Rysunek 1.9a. Wykres funkdji g: R}, — R!, zwigzanej z liniowa funkcjg uzytecznosci
A
x2

(0,0) (1,0) 1
Rysunek 1.9b. Wykres funkgji g: R}, — R zwigzanej z potegowa funkcja uzytecznosci

A
x2

%)

(0,0) (1,0) 2
Rysunek 1.9c. Wykres funkgji g: R, — R zwiazanej z logarytmiczng funkcja
uzytecznosci
A
z2
N
(07 (i) >

@)

Rysunek 1.9d. Wykres funkdji g: R}, — R, zwigzanej z subaddytywna funkcja
uzytecznosci
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