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Wstep

Umieralnos¢ i prawidlowosci z nia zwiazane sa przedmiotem dociekan
od wielu stuleci. Juz z poczatku III wieku pochodzi tzw. tablica Ulpiana,
opracowana dla celéw fiskalnych przez rzymskiego prawnika Dominatiusa
Ulpianusa. Tablica przedstawia warto$ci dalszego trwania zycia obywa-
teli Imperium Rzymskiego. Przekazy historyczne nie zawieraja wzmianki
o zastosowanej metodzie obliczen i materiatach zrédiowych, dlatego ta-
blica Ulpiana ma gtéwnie warto$¢ historyczna (por. [93], s. 102-103).

Za ojca metodologii tablic wymieralnosci uznaje sie J. Graunta, ktory
w roku 1662 opublikowatl prace Natural and Political Observations Made
upon the Bills of Mortality. Przedstawil w niej porzadek wymierania ge-
neracji mieszkancow Londynu w formie liczb oséb dozywajacych wieku
6, 16,26, ...,86 lat. Graunt oparl swoje analizy na rejestrach londynskich
parafii, nie precyzujac jednak, jakiego okresu dotyczyly.

Kontynuatorem badan Graunta byt angielski astronom E. Halley, ktéry
w artykule z roku 1693 An FEstimate of the Degrees of the Mortality of
Mankind Draws from Curious Tables of the Births and Funerals at the City
of Breslaw przedstawil tablice wymieralnosci dla populacji mieszkancéw
Wroctawia. Inne, wczesne prace na temat modeli umieralnosci pochodza
z wieku XIX (np. [40], [106]).

Autorem wspédtczesnej metodologii budowy tablic wymieralnosci jest
C. L. Chiang [25]. Obecnie tablice tego rodzaju okresla si¢ takze mianem
tablic trwania zycia (life tables). W Polsce wspomnianego terminu zaczeto
uzywaé w latach siedemdziesiatych ubieglego wieku.

Gwaltowny rozwdj teorii i zastosowan modeli umieralnosci obserwu-
jemy szczegdlnie w ostatnich czterech dekadach, o czym swiadcza liczne
opracowania monograficzne poruszajace te tematyke (np. [36], [38], [48],
[57], [77], [91], [93], [105], [107]).

Opisywane w literaturze matematyczne modele umieralnosci mozna
podzieli¢ na dwie grupy [14], tj. na modele statyczne lub stacjonarne
oraz modele dynamiczne. Pierwsza, najliczniejsza grupe stanowia mo-
dele, w ktorych prawdopodobienstwa zgonow lub czastkowe wspotczynniki
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zgonow sa przedstawiane za pomoca funkcji zmiennej rzeczywistej lub
zmiennej rozmytej z pewnymi, estymowanymi parametrami ([20], [21],
23], [24), [31], [41], [42), [43], [47], [59], [65], [88], [89], [90]). Druga
grupe tworza modele dynamiczne, w ktorych prawdopodobienstwa lub
wspotczynniki zgonéw wyrazane sa m.in. w postaci rozwiazan stocha-
stycznych réwnan rézniczkowych ([2], [9], [11], [13], [16], [17], [26], [27],
[30], [37], [44], [45], [54], [69], [82], [92], [94], [96], [104], [112]). Popu-
larny obecnie model Lee—Cartera [65], podobnie jak jego rozmyta wersja
Koissi-Shapiro [59], naleza do pierwszej grupy. Jednak niektére uogélnie-
nia modelu Lee-Cartera mozna zaliczy¢ réwniez do grupy drugiej. Przykla-
dem jest dynamiczny, hybrydowy model typu Lee-Cartera, zapropono-
wany w pracy A. Rossy i L. Sochy [92].

Modele dynamiczne opisane stochastycznymi rownaniami rézniczko-
wymi okazaly sie niewystarczajace do opisu proceséw demograficznych.
Nie nadawaly sie¢ one zwlaszcza do opisu zjawisk zmiennych w czasie
ciaglym, z uwagi na odmienne zachowanie w réznych przedzialach czaso-
wych. To sktonilo naukowcéw do zaproponowania nowego rodzaju modeli,
zwanych hybrydowymi, w ktérych wystepuje wzajemna interakcja miedzy
ciagta i dyskretna dynamika.

Whprowadzone modele hybrydowe lub przetaczajace [15] byly uogél-
nieniem modeli z przekaznikami, wystepujacych w automatyce oraz modeli
o zmiennej strukturze [56] opisujacych zjawiska w mechanice, ekonomii lub
w naukach empirycznych. Pojawily sie rowniez prace, w ktorych autorzy
wprowadzili zlozone modele, ktére mozna uznaé za modele hybrydowe (np.
112], [13], [44], [92]).

W dalszych rozwazaniach przez uktad hybrydowy bedziemy rozumieli
pewna rodzine modeli statycznych lub dynamicznych, ktore beda przela-
czane wedlug jakiegos prawa przetaczen. Dynamiczne modele beda opi-
sane stochastycznymi rownaniami rézniczkowymi. Z uwagi na to, ze tylko
dla niewielkiej klasy rownan mozna znalez¢ ich rozwiazania analityczne
i maja one dosy¢ zlozona budowe, zaproponujemy nowa grupe modeli
hybrydowych, zwanych momentowymi uktadami hybrydowymi. Idea tych
modeli polega na zastapieniu rownan stochastycznych odpowiadajacymi
im réwnaniami rézniczkowymi dla momentéw.

Glowna trudnoscia zwiazana z zastosowaniem popularnego obecnie
stochastycznego modelu Lee—Cartera jest zalozenie o jednorodnosci sktad-
nika losowego, ktorego zwykle nie potwierdzaja wyniki analiz empirycz-
nych. Trudnosé ta sktania do poszukiwania rozwiazan, uchylajacych wspo-
mniane zalozenie. Jedna z mozliwosci jest przeniesienie rozwazan na grunt
teorii liczb rozmytych.
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Prébe taka podjeli M. C. Koissi i A. F. Shapiro [59], proponujac
tzw. rozmyty model Lee—Cartera. W ich modelu zaréwno obserwacje em-
piryczne, jak i parametry modelu traktowane sa w kategoriach liczb roz-
mytych, opisanych tréjkatnymi, symetrycznymi funkcjami przynaleznosci.

Model Koissi-Shapiro niesie jednak ze soba trudnosci zwiazane z esty-
macja parametréw, ktére wynikaja z koniecznosci poszukiwania minimum
funkcji zawierajacej operator typu maksimum. Tego rodzaju zadania nie
mozna rozwiazaé¢ za pomoca standardowych algorytméw optymalizacyij-
nych. Problem ten mozna jednak uprosci¢, wykorzystujac algebre skiero-
wanych liczb rozmytych, opracowana i opublikowana przez W. Kosinskiego
z zespolem [61], [62]. Efekty jej zastosowania w odniesieniu do modelu
Koissi-Shapiro opublikowane zostaly w monografii zbiorowej pod redakcja
A. Rossy [91], a takze w artykule A. Szymanskiego i A. Rossy [104].

Dalej idaca modyfikacja umozliwia zastapienie algebry Banacha skie-
rowanych liczb rozmytych przez algebre Banacha C*. Jej wykorzystanie
pozwala odwota¢ sie do twierdzenia Gelfanda-Mazura, wskazujacego na
izomorfizm izometryczny pomiedzy algebra C* a algebra Banacha funkcji
zespolonych. W ten sposob problem optymalizacyjny moze byé¢ przenie-
siony na teren analizy zespolonej. Jest to wedlug naszej najlepszej wiedzy
nowatorskim podej$ciem do zagadnienia modelowania umieralnosci.

Struktura ksiazki jest nastepujaca. W rozdziale 1 zostaly omoéwione
podstawowe pojecia i modele umieralnosci, zaczerpniete z literatury. Roz-
dzial 2 stanowi wprowadzenie w tematyke hybrydowych modeli dynamicz-
nych. W rozdziale 3 przedstawione zostaly dynamiczne, hybrydowe modele
umieralnosci, w szczegélnosci hybrydowy model Lee—Cartera oraz uogol-
niony model Milevskiego—Promislowa oraz ich wersje dyskretno-czasowe,
stuzace do estymacji parametréw. W rozdziale 4 prezentowane sa teore-
tyczne podstawy rozmytych modeli umieralnosci na gruncie algebry skie-
rowanych liczb rozmytych, natomiast rozdziat 5 zawiera kilka propozycji
modeli umieralnosci bedacych uogdlnieniem modelu rozmytego. Oparte
sa one na algebrze zmodyfikowanych liczb rozmytych oraz funkcji zespolo-
nych. W ostatnim rozdziale zawarte zostaly rezultaty estymacji i ewaluacji
zaproponowanych modeli.

Autorzy dziekuja prof. Grazynie Trzpiot za cenne uwagi i sugestie za-
warte w recenzji wydawniczej niniejszej monografii. Ksigzka skierowana
jest do studentéw, doktorantéw i specjalistow z zakresu demografii, sta-
tystyki i ekonomii.

Publikacja zostala sfinansowana ze sSrodkéw Narodowego Centrum Na-
uki przyznanych na podstawie decyzji nr DEC-2011/01/B/HS4/02882.
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Rozdzial 1

Modele umieralnosci

1.1. Wprowadzenie

Uznaje sie, ze umieralnos¢ jest relatywnie tatwa do modelowania i pro-
gnozowania. Jednak w diugim horyzoncie prognozy, pod wplywem réz-
norodnych zaburzen, moga zachodzi¢ nieregularne zmiany w przebiegu
tego procesu. Przyktadem moze by¢ kryzys zdrowotny w Polsce w latach
siedemdziesiatych i osiemdziesiatych ubieglego stulecia ([78]). Kluczowa
role odgrywa wowczas dobor adekwatnego modelu. Przedmiotem modelo-
wania sa zazwycza] tablicowe mierniki umieralnosci, do ktérych naleza
gléwnie czastkowe wspoétezynniki zgonéw lub warunkowe prawdopodo-
bienstwa zgonéw. Na ich podstawie dokonuje sie prognozowania innych
wielkosci, np. Sredniego czasu dalszego trwania zycia.

1.2. Podstawowe tablicowe mierniki umieralnosci

Definicja czastkowych (grupowych) wspétczynnikéw zgonéw odwotuje
sie do ogdlnej definicji wspotczynnika demograficznego, rozumianego jako
iloraz liczby zdarzen demograficznych okreslonego rodzaju do lacznego
czasu ekspozycji na ryzyko wystapienia zdarzenia w rzeczywistej lub hipo-
tetycznej kohorcie ([85], s. 5-32). Dalej przedstawiona zostanie definicja
czastkowych, kohortowych wspétczynnikéw demograficznych, wyznacza-
nych dla ustalonej kohorty (generacji) oséb. Definicje kohortowo-przekro-
jowych lub przekrojowych wspétczynnikéw demograficznych znalezé moz-
na w monografii [91], s. 229-231.

Zalozmy, ze rozwazamy pewna podzbiorowos¢ jednostek, wyodrebnio-
nych w danej kohorcie s. Oznaczmy te podzbiorowosé symbolem x. Zwy-
kle indeks = wskazuje na podpopulacje jednostek (os6b) wyodrebnionych
ze wzgledu na wiek, a doktadniej — bedacych w wieku x ukonczonych lat.
W takim przypadku x przybiera wartosci ze zbioru {0,1,..., X}, gdzie
X jest gorna granica wieku.
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Kohortowy, czastkowy wspétczynnik demograﬁczny dla os6b w wieku
x w kohorcie s mozna oznaczy¢ symbolem Wi w og6lnym przypadku,
tj. dla grupy wieku [z,z +n) (n > 1,n € N), bardziej adekwatnym jest
oznaczenie , W%,

Definicja 1.1. Czastkowym, kohortowym wspétczynnikiem demograficz-
nym nazywamy iloraz liczby zdarzen demograficznych 7 w x-tej pod-
zbiorowosci w kohorcie s, do tacznego czasu ekspozycji K na ryzyko
wystapienia danego zdarzenia w tej podzbiorowosci, czyli

z
W ==_¢, (1.2.1)
K

gdzie C' oznacza zadana stala (np. C' = 10 000).

Gdy analizowanymi zdarzeniami demograficznymi sa zgony, wéwczas
lewa strone (1.2.1) zwyklo sie oznaczaé¢ symbolem mt, gdy n = 1 lub

symbolem ,m\”, gdy n > 1.

Waznymi miernikami w analizie demograficznej, poza wspétczynnikami
czastkowymi, sa prawdopodobienstwa warunkowe.

Definicja 1.2. Warunkowe, kohortowe prawdopodobienstwo zdarzen de-
mograficznych jest ilorazem liczby zdarzen A zaobserwowanych w s-tej
kohorcie os6b bedacych w wieku x ukonczonych lat, do liczby LY o0séb
dozywajacych wieku x, czyli

A
¢\¥ = - (1.2.2)

W przypadku, gdy rozwazamy przedzial wieku [z, 2 + n), dlan > 1,
wowczas warunkowe, kohortowe przwdopodobienstwo zdarzen demogra-
ficznych oznaczamy symbolem nqg(cs). Dalej, dla uproszczenia notacji, po-

miniety zostanie symbol (s), oznaczajacy kohorte.

1.3. Zwiazek kohortowych wspoélczynnikéw zgondéw
i prawdopodobienstw zgonéw

Niech ,,Z, oraz ,, K, oznaczaja odpowiednio liczbe zgonow i czas eks-
pozycji na ryzyko zgonu w danej kohorcie 0séb, bedacych w grupie wieku
[z, 4+ n) lat.

Kup ksigzke
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