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Metody numeryczne sa to sposoby rozwiazywania ztozonych problemdw
matematycznych za pomoca narzedzi obliczeniowych udostepnianych przez popularne
jezyki programowania. Jeden z najpopularniejszych jezykow — Pascal, bedacy
podstawa jezyka ObjectPascal wykorzystywanego w Delphi, pozwala na bardzo

tatwa implementacje mechanizmdw obliczen numerycznych. Specyfika projektowania
aplikacji w Srodowisku Delphi pozwala na utworzenie komponentow realizujacych
algorytmy numeryczne i stosowanie ich w wielu aplikacjach.

Ksiazka , Algorytmy numeryczne w Delphi. Ksiega eksperta” przedstawia najczesciej

wykorzystywane metody numeryczne wraz z przyktadami ich implementaciji w jezyku
ObjectPascal. Kazde zagadnienie jest omdwione zaréwno od strony teoretycznej, jak

i praktycznej, co utatwia jego zrozumienie i pozwala na modyfikacje zamieszczonych

w ksiazce kodow zrodtowych.

* Typy, funkcje, klasy i procedury wykorzystywane w algorytmach numerycznych
e Algebra macierzy i rownania liniowe
* Badanie funkcji
* Rozwigzywanie rownan nieliniowych i wyznaczanie wartosci wtasnych macierzy
 Uktady réwnan r6zniczkowych liniowych i nieliniowych
* Przeksztatcenia Fouriera i Laplace’a

Niemal kazdy problem obliczeniowy mozna rozwiazac¢ za pomoca metod numerycznych.

Nie musisz wigc wymysla¢ ponownie kota — wystarczy, ze poznasz opisane w tej
ksiazce algorytmy.
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Rozdziat é.
Uktady rownan

rozniczkowych liniowych
o statych wspodtczynnikach

Zadany jest uktad N réwnan rézniczkowych liniowych niejednorodnych:

de () & w (6.1)
)Cdl—l‘():zaiij(t)+zbﬁ Mj([) (i: 1’2’ e N)’
j=l J=
gdzie wspolczynniki a; oraz b sa rzeczywiste. Uklad ten mozna zapisa¢ w postaci macie-
rzowej:
2
O _ Ax()+Bu), (62)
dt
gdzie:
[x,(t) ] (6.2a)
x, (1)
xt)=|
Lxv (0 ]
[ dx () | (6.2b)
dt
dx, (1)
e |
dt
dx,, (1
L dt ]




414 Algorytmy numeryczne w Delphi

[ a,a,..a, | (6.2¢)
A — a21a22 "‘a2N ;
a’\"laNZ aNN i
[u,(t)] (6.2d)
bllblz "bIW uz (t)
B: b2]b22"‘bzw ’ U(t):
_lebNZ b ‘bNW _ .
L. (1)

Na czlony niejednorodne uktadu (6.1) sktada si¢ W wymuszen uit) G =1, 2, ..., W) wy-
stepujacych ze wspotczynnikami b; macierzy prostokatnej B. W teorii rownania (6.2)
centralna rolg odgrywa funkcja wykladnicza e*' macierzy kwadratowej A przemnozonej
przez zmienna niezalezna ¢, zdefiniowana szeregiem macierzowym [7]:

Ar 1 P 1 B = (A1) (6.3)
=1+At+—(At)y +..+—(AD) ' +...= ) ———.
¢ A A 27

Szereg macierzowy (6.3) jest rtownowazny N zwyktym skalarnym szeregom potegowym:

S, +(Ap), +%{(At)2},/ +...+%{(At)k},/ o (j=1,2,.,N).

Do zrozumienia konstrukcji catki ogdlnej rownania (6.2) niezbedne beda nastepujace

whasnosci funkcji wykladniczej ™

1. Jezeli t = 0, to zgodnie z definicja (6.3)
"’ = 1 (macierz jednostkowa N-N-wymiarowa). (6.4)
2. Jezeli macierz A komutuje z macierza B, a wigc AB = BA, to:

LBl = AR (6.5)

—At A-A)t
AR

. . , . A, . .
3. Poniewaz na mocy wlasnosci (6.5) ™' e 1, wigc macierz odwrotna

macierzy "' ma postac:
[eAz ]‘1 — e—A/ ) (66)

4. Rozniczkujac obie strony rownania macierzowego (6.3) ze wzgledu na ¢ oraz
wylaczajac wspolny czynnik A z wyrazow szeregu nieskonczonego, otrzymuje sig:
d 6.7
—eAl:AeAl:eAlA. ( )
dt
5. Mnozac lewostronnie lub prawostronnie réwnanie macierzowe (6.7) przez A~
(macierz odwrotna macierzy A), a nastgpnie catkujac tak otrzymywane rownania
ze wzgledu na ¢ od ¢ do t,, otrzymuje sig:
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i At g N LA A (LA A -1 (6'8)
Ieth(e e)(e e)A.

I

Do rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych liniowych (6.2) mozna zastosowacé me-

tode uzmiennienia statych. W tym celu najpierw rozpatruje si¢ przypadek, gdy u(¢) = 0,

co oznacza, ze rownanie (6.2) jest jednorodne
ax(t)

7 = AX(t) .

(6.9)

Latwo wykazac, ze catka ogdlna rownania jednorodnego (6.9) ma postac:
x(7) =™y, (6.10)

gdzie y jest wektorem N-wymiarowym o sktadowych statych.

Istotnie z wlasnosci (6.7) wynika

a0 _d

o eA’y(t))= AeMy=Ax() . 6.11)

Zgodnie z metoda uzmiennienia statych przyjmuje sig¢ dalej, ze wektor y jest funkcja
zmiennej ¢, co daje:

x(t)= M y(), (6.12)

a nastgpnie podstawia si¢ wyrazenie (6.12) do réwnania niejednorodnego (6.2), uwzgled-
niajac wlasnosé (6.7)
6.13
Aety(t) + e % = Ae™y(t)+Bu(y). (6.13)

Upraszczajac rownanie (6.13) o czton Ae™y (1) oraz mnozac je lewostronnie przez ma-
cierz ", otrzymuje si¢ na mocy wlasnosci (6.6)

14
dy(t) — e—AtBu(t) . (6 )
dt
Calkujac rownanie (6.14) ze wzgledu na ¢ od ¢, do ¢, otrzymuje sig:
(6.15)

YO =y(t,)+ [ *Bu(gdr .

Jezeli zadany jest wektor warto$ci poczatkowych X(#y), to odpowiadajacy mu wektor
Y(#p) mozna wyznaczy¢ z rownania (6.12), stosujac wtasno$¢ (6.6):

Y(to) = €™ X(t). (6.16)

Uwzgledniajac rownanie (6.15) wraz z podstawieniem (6.16) w rownaniu (6.12), otrzymuje
si¢ nastgpujace rozwiazanie rownania (6.2):
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‘ 6.17
X(t) — eA(z—to]X(tO) + eA/J‘e—ArBu(zjdz_ ) ( )

0

Rownanie (6.17) nie nadaje si¢ do bezposredniego obliczenia numerycznego. Rozwia-
zanie doktadne (6.17) rownania (6.2) mozna jednak wykorzysta¢ w metodzie krokowe;j,
zastgpujac to rOwnanie rownaniem réoznicowym, przyjmujac fo = k71 ¢t = (k+1)T:

_ AT A(k+])T<k+l)T—A1 (618)
X[(k +1)T]= " x(kT) + e [e*Bu(gdz .
kT

W obliczaniu catek (6.18) moga wystapi¢ trudnosci zwiazane z wystgpowaniem ujem-
nych i duzych co do modutu wartosci wiasnych macierzy A. Ze wzgledu na mozliwosé
takiego przypadku nalezy aproksymowac funkcjg¢ wektorowa wymuszajaca U(¢), nie zmie-
niajac jadra ¢™ w calce rownania (6.18).

Niech zachodzi przypadek ogodlny, dla ktorego macierz A ma dzielniki elementarne:
A=) (A =np )2 (=g )P

gdzie wérdd wartosci whasnych Aq, A,, ..., A, macierzy A bedacych, zgodnie z definicja,
zerami wielomianu charakterystycznego macierzy A

det(A-4l)=0,

moga by¢ liczby jednakowe; 1< p, < N, przy czym p;+p,+..4pg = M. Dowodzi sig, ze
w takim przypadku istnieje taka macierz nieosobliwa S, ze

A=Ss'CSs, (6.19)
gdzie macierz C jest macierza quasi-diagonalna, zwang kanoniczna macierza Jordana [30].

[1,(4) 0 0
0 I,.(4)
C= ;
0 0 .. 1,(4)
(2,0 0 ... 0 0] (6.20)
1 2 0 0 0
1, (A)=l0 1 4 0 0
0 0 1 2, 0
0 0 0 1 2]
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Stosujac transformacje (6.19), funkcje wyktadnicza e* mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

A _ (sTlesy _ es’](cns —S1e5S . (6.21)

e e

Poniewaz macierz C jest quasi-diagonalna, to:

elm(}q)z 0 0 (6.22)
o 0 el”z (A2)t 0
0 0 e

Zgodnie z definicja macierzowej funkcji wyktadniczej oraz macierzy (6.20) zachodzi [30]:

- . (6.23)
e 0
e’ e 0
i (i £ ]
e = Ee’”"’ te’ e’ ... 0
tp,—l B tprl . tpr3 . »
o o’ o’ i
| (p, = D! (p,-2)! (p, =3 |

Wzory (6.17), (6.21) i (6.22) okreslaja strukturg¢ rozwiazania rownania rozniczkowego
(6.2), a w szczegolnoscei jego zwiazek z wartosciami wlasnymi A; wystepujacymi w kombi-
nacjach funkcji e* przemnozonych przez wielomiany P(f) stopnia nie wigkszego niz
p—1, gdzie p; jest stopniem dzielnika elementarnego odpowiadajacego wartosci wilasnej
M, tj. P(2)e™ . Zalozmy w ogbdlnym przypadku, ze warto$ci wiasne A; macierzy A sa ze-
spolone

A =a+jp (i=1,2,.., N). (6.24)
Jezeli Re{ﬂ,}: a, >0, to odpowiednie sktadniki rozwiazania P(f) wzrastaja wyktadni-

czo z cztonem wielomianowym P,(f), gdy czas ¢t wzrasta. Jezeli o; < 0, to odpowiednie
skfadniki rozwiazania P (t)e”

t

maleja, gdy czas ¢ wzrasta.

W kazdym przypadku, jesli Im{ﬂ, } =, #0, to — jak wiadomo — A; tworzy zespolona
parg sprzgzona z odpowiednia warto$cia wlasna X:- , co odpowiada sktadnikowi roz-
wiazania sinusoidalnemu z waga wykladnicza e}” T wielomianowa Py(¢):

P(t)e sin ft. (6.25)
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6.1. Rbwnania réznicowe dla réznych
aproksymaciji funkcji wymuszajgcych

Do numerycznego rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych liniowych (6.2) mozna
wykorzysta¢ rownanie réznicowe (6.18), przyjmujac rézna aproksymacje funkcji wy-
muszajacej U(f). W niniejszym opracowaniu podane beda konstrukcje tych algorytmow
dla trzech przypadkéw, a mianowicie dla aproksymacji funkcji wymuszajacej w postaci
funkcji przedziatami statej, liniowej i kwadratowe;.

6.1.1. Wymuszenie aproksymowane funkcjami
przedziatami statymi

Niech wymuszenie wektorowe u(?) jest dane w postaci funkcji przedziatami stalej takiej, ze:
u(?) = u(k?) dlakT<t<(k+1)T, k=0,1,2, ... (6.26)

W takim przypadku, wykonujac catkowanie w rownaniu réznicowym (6.18) z uwzgled-

nieniem wzoru (6.8), otrzymuje si¢ [7]:

(k)T (k)T (627)
[e*Bu(gdr=-e*'|  A'BukT)=
kT kT

_ (_ o AT o AT )AilBU(kD
Po umieszczeniu powyzszego wyniku catkowania w rdwnaniu (6.18) otrzymuje si¢:
POWYyZSZego Wy ymuy
X[(k + DT ]= e X(kT) + "7 (= e 47 1 M)A BU(KT) = (6.28)
= " X(kT) + (¢ — A 'BU(KT)
gdzie: 1 — macierz jednostkowa.

W réwnaniu réznicowym (6.28) celowym jest, ze wzgledu na minimum operacji nume-

. y . AT -1 . . . . , .
rycznych, oblicza¢ macierz (¢"'—1)A", nie wykonujac pomocniczych obliczen macierzy
" oraz A", lecz wykorzystujac rowno$é:

AT =TS (A+71"j”/ (6.29)
n=0 (N )

wynikajaca z definicji (6.3).
Zatem po uwzglednieniu réwnania (6.29) oraz oznaczenia macierzy:

i3 " 6.30
F= eAt = TZ& ( )
n!

n=0

" n 6.31
S o @3

S (n+1)
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1 wektorow

x(k) = x(kT); u(k) = u(k?) (6.32)
formuta rekurencyjna (6.28) przyjmie postac:
X(k+1) = Fx(k) + Gou(k). (6.33)

Nie istnieje wiec potrzeba obliczania macierzy odwrotnej A", jak by to wynikato z rowna-
nia (6.28). Majac na uwadze dalsza minimalizacj¢ operacji numerycznych, nalezy za-
uwazy¢, ze formowanie macierzy F i G, (wzory (6.30) i (6.31)) nalezy prowadzi¢ row-
nolegle ze wzgledu na wspolne elementy (A7) wystepujace w szeregach. Réwnanie
réznicowe (6.33) daje wigc formule rekurencyjna, ktorag mozna tatwo zaprogramowac
na komputerze, co pokazane bedzie w dalszych punktach.

Stosujac wzor rekurencyjny (6.33) do rozwiazania numerycznego réwnania rézniczko-
wego (6.2), odpowiadajacy aproksymacji wymuszen funkcjami przedziatami statymi,
nalezy w pierwszej kolejnosci wygenerowac macierze F i Gy, okre§lone wzorami (6.30)
i(6.31). Blok funkcyjny generujacy te macierze moze mie¢ postac:

function FmTempl(var A, B, F, G1: TMatrixF; T, eps, EpsR: TFloat;
N, W: Integer): Integer;
/! Formowanie macierzy pomocniczych F, G1:
/! A, B— macierze uktadu réwnan rézniczkowych
/] dX/dt = A*X+B*U,
/! N— rzqd macierzy A,
/! W— liczba kolumn macierzy B,
/! T— wybrany krok catkowania,
!/ eps— gorna granica bledu przyblizenia macierzy F i G,
/] EpsR— blqd wyznaczenia najwiekszej co do modutu wartosci
// wlasnej macierzy F

K, Error: Integer;
S, S1, NormAT, teta, MWA: TFloat;
AX, AY, at, BX, BT: TMatrixF;

begin

Result := 0;
SetLength(at, N + 1,N + 1);
SetlLength(AX, N + 1,N + 1);
SetLength(BX, N + 1,N + 1);
SetlLength(AY, N + 1N + 1);
SetLength(BT, N + 1,W + 1);
try

mMulR(at, A, T);

mOne (AX) ;

NormAT := mNorm(at);

K =0;

S =1;

S1 =1

teta := NormAT / (1 - NormAT);
mClone(F, AX);
mClone(BX, AX);

repeat

Inc(K);

mMul (AY, AX, at);
S =S /K;

mMulr(AX, AY, S);
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mAdd(F, F, AX);

S1 :=S1/ (K+1);

mMulr(AX, AY, S1);

mAdd(BX, BX, AX);

mCTone(AX, AY);

teta := teta * NormAT / (K + 1)
until teta < eps;
Error := mEigenValue(MWA, F, EpsR, 1000);
if MWA >= 1.05 then

Result := 16;
if Error <> 0 then
Result := 17;

mMulr(BT, B, T);
mMul(Gl, BX, BT);

finally
at = nil;
BT := nil;
AX := nil;
BX := nil;
AY = nil;
end

end{FmTempl };

6.1.2. Wymuszenie aproksymowane funkcjami
przedziatami liniowymi

Zaktadamy, ze wymuszenie U(¢) jest funkcja ciagla przedziatami liniowa taka, Ze:

u(zr) = u(kT) +%[u((k +)T)-ukD))z —kT) =f, +f,z (6.34)
dla
kT <1< (k+1)T, k=0,1,2, ..
gdzie:
(6.34a)

f, =UkT)—kJu((k +DT)-uGD)]; 1, = %[u((k +1T)-ukT)].

Wykonujac w takim przypadku catkowanie przez czgsci w rownaniu réznicowym (6.18)
z uwzglednieniem wzoru (6.8), otrzymuje sig:

(k+)T DT ey

[e*Bu(r)dr =-A"'e*B(f, + f;){ + [ATe*Bf,dr =
kT kT

kT

— A" A”{B+A (e A”—l)BHu(kTH

{ MB_A" )Bﬂu(k + l)T} .
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Po uwzglednieniu powyzszego wyniku catkowania oraz oznaczenia (6.32) réwnanie
réznicowe (6.18) przyjmie postac:

X(k+1) = e*"x(k) + A™ [e” —(e* —1)A" HBUU{) n (6.35)

+ A'[(e” ~1A" % - I}Bu(k +1).

Uwzgledniajac wzory (6.30) i (6.29), rownanie rekurencyjne (6.35) mozna przeksztalci¢

do postaci:
X(k+1) = FX(k)+Gu(k)+Hu(k+1), (6.36)
gdzie:
— A AT (AT (AT)" ] (6.37)
G, =A [e (e -1)-A } {Z I 2)}(BT),

(6.38)

Heafer-ta-d= | S AT fem,

(n+2)!
natomiast macierz F wyraza si¢ wzorem (6.30).

Rownanie rekurencyjne (6.36) daje wigc algorytm wyznaczania rozwigzania rownania
rozniczkowego w postaci (6.2). W obliczeniach komputerowych nalezy zauwazy¢, ze
wyznaczanie macierzy F, G; i H zgodnie ze wzorami (6.30), (6.37) i (6.38) nalezy pro-
wadzi¢ rownolegle ze wzgledu na wspolne elementy (AT)" wystgpujace w szeregach
macierzowych tych wzoréw, co minimalizuje liczbg operacji numerycznych. W przy-
padku stosowania wzoru rekurencyjnego (6.36) niezbgdne jest wygenerowanie macierzy
F, G, 1 H (wzory (6.30), (6.37) i (6.38)), co mozna zrealizowa¢ w nastgpujacym bloku
funkcyjnym:

function FmTemp2(var A, B, F, G2, H: TMatrixF; T, eps, EpsR: TFloat;
N, W: Integer): Integer;
/| Formowanie macierzy pomocniczych F, G2, H:
/] A, B— macierze ukladu réwnar rézniczkowych dX/dt = A*X+B*U,
/! N— rzqd macierzy A i F,
/! W— liczba kolumn macierzy B, G2, H,
/! T— wybrany krok catkowania,
/] eps — gorna granica bledu przyblizenia macierzy F, G2, H,
/! EpsR— blqd wyznaczenia najwigkszej co do modutu wartosci
// wlasnej macierzy F

K, Error: Integer;
SS, S1, S2, NormAT, teta, MWA: TFloat;
AX, AY, at, AG, AH, BT: TMatrixF;

begin

Result := 0;

Setlength(at, N + 1,N + 1);
SetlLength(AX, N + 1,N + 1);
SetlLength(AY, N + 1,N + 1);
SetLength(AH, N + 1,N + 1);
SetlLength(AG, N + 1,N + 1);
SetLength(BT, N + 1,W + 1);



422

Algorytmy numeryczne w Delphi

try
mMulR(at, A, T);
mOne (AX) ;
NormAT := mNorm(at);
K = 0;
sS =1
S1 :=0.5;
S22 :=0.5;
teta := NormAT / (1 - NormAT);
mOne (F)

mMulr(AG, AX, 0.5);
mClone(AH, AG);
repeat
Inc(K);
mMul(AY, AX, at);
SS =SS/ K;
mMulr(AX, AY, SS);
mAdd(F, F, AX);

S1 :=S1* (K+1)/ ((K+2)*K);

mMulr(AX, AY, S1)

mAdd(AG, AG, AX);

S2 :=S2 / (K+2);

mMulr(AX, AY, S2);

mAdd(AH, AH, AX);

mClone(AX, AY);

teta := teta * NormAT / (K + 1)
until teta < eps;

Error := mEigenValue(MWA, F, EpsR,

if MWA >= 1.05 then

Result := 16;
if Error <> 0 then
Result := 17;

mMulr(BT, B, T);
mMul(G2, AG, BT);
mMul(H, AH, BT);

finall
at := nil;
BT := nil;
AX = nil;
AY := nil;
AG := nil;
AH := nil;

end

end{FmTemp2 };

1000);



