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Indeks oznaczen i symboli

X, X5 X, proba losowa

X, X, ..., X, realizacja proby losowej

f=flx) funkcja gestosci
F(x) dystrybuanta
F(x) dystrybuanta empiryczna
I funkcja charakterystyczna zbioru A: I, (x)= 1. 50 * <4
L (x) unkcja charakterystyczna zbioru A: I,(x)= 0 gdy xeA
f (x) estymator funkcji gestosci
f,(x) histogram
]:lH ) szerokos¢ klasy w histogramie
f(x)=f(x)  estymator jadrowy funkcji gestosci
f (:)(x) estymator jadrowy v-tej pochodnej funkeji gestosci
K= K(u) funkcja jadra
h = h(n) parametr wygladzania
S’; . klasa funkcji jadra o rzedzie k i gladkosci p
E[f(x)] wartos$¢ oczekiwana estymatora funkeji gestosci
B [f(x)] obcigzenie estymatora funkcji gestosci
D2[f(x)] wariancja estymatora funkcji gestosci
1
|Ix], p-ta norma wektora x: "x"P - (|x1|P +|x2|P Ftlx, P)p
fARt,(x) estymator jadrowy funkeji gestosci z odbiciem, i = L, P
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A

Jo).
AE[f(x)]
MAE(f (x)]

A

TAE[f (x)]
MIAE[f (x)]

SELf ()]
MSE[f (x)]

A

ISE[f (x)]
MISE[f (x)]

K = R(K)

R(f(k))

K(u)
K. (u)
K, (u)
K, (u)
K, (u)
K (u)

K.(w)
K, (@)

K * K(u)
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estymator jadrowy funkcji gestosci z brzegowsa funkeja jadra
blad bezwzgledny estymatora funkeji gestosci

$redni blad bezwzgledny estymatora funkeji gestosci
scalkowany biad bezwzgledny estymatora funkeji gestosci

scalkowany $redni blad bezwzgledny estymatora funkcji
gestosci

blad kwadratowy estymatora funkcji gestosci
blad sredniokwadratowy estymatora funkcji gestosci
scatkowany btad kwadratowy estymatora funkcji gestosci

scatkowany bfad sredniokwadratowy estymatora funkcji
gestosci

scatkowany kwadrat funkcji jadra: k= j K*(u)du

—oo

+oo
k-ty moment zwykly funkcji jadra: x, = I ukK(u)du

—oo

scatkowany kwadrat k-tej pochodnej funkeji gestosci:

+o0

RO = [[f900] dx

jednostajna funkcja jadra
trojkatna funkcja jadra
funkcja jadra Epanecznikowa
dwuwagowa funkcja jadra
trojwagowa funkcja jadra
gaussowska funkcja jadra
kosinusowa funkcja jadra

funkcja jadra stopnia trzeciego

+oo

splot funkgji jadra: K * K(u) = K%)= j K(u—v)K(v)dv
1 dla
n(n—2)!

n=0 lub n=1

silnia podwojna: n!!= { da n>2
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(a),

I'(2)
B(x, y)
C! (u)

P (x)

¢(u)

ISE

MISE

By

AMISE

Ry

RR,*
MS,*
LSCV
PLCV
BVC

SCv
PM

UH

A

f(x, H)
K*(x)
K*(x)

[H|

Indeks oznaczen i symboli 9

n—1
symbol Pochhammera: (a), = H(a +7)
=0
funkcja gamma Eulera
funkcja beta Eulera

wielomian Gegenbauera:

C ()= 1 %(_1)ir(l+m—i)(2u)MZi

il(m—2i)!

k
wielomian Legendre’a stopnia k : P (x) = Z pru”
r=0
funkcja gestosci rozktadu normalnego standaryzowanego
parametr wygladzania minimalizujacy ISE
parametr wygladzania minimalizujacy MISE
parametr wygladzania minimalizujacy AMISE

parametr wygladzania wyznaczony metoda odwotania do
standardowego rozkladu

parametr wygladzania wyznaczony za pomocg zasady
maksymalnego wygtadzania

parametr wygladzania wyznaczony metodg kroswalidacyjna
najmniejszych kwadratow

parametr wygladzania wyznaczony metoda kroswalidacyjna
pseudowiarygodnosci

parametr wygladzania wyznaczony metodg obcigzong
kroswalidacyjna

parametr wygladzania wyznaczony metodg wygladzona
kroswalidacyjna

parametr wygladzania wyznaczony metoda podstawiania

parametr wygladzania wyznaczony metoda uogolnionej sredniej
harmonicznej

estymator jadrowy wielowymiarowej funkcji gestosci
produktowa funkcja jadra

radialna funkcja jadra

macierz parametréw wygladzania

wyznacznik macierzy parametréw wygtadzania

Kup ksigzke


http://onepress.pl/page354U~rt/e_0ucl_ebook

Kup ksigzke


http://onepress.pl/page354U~rt/e_0ucl_ebook

Wprowadzenie

Uniwersalne a jednocze$nie skuteczne procedury statystyczne stanowia jedno
z podstawowych narzedzi w szeroko pojetych badaniach ekonomiczno-spotecz-
nych. Potrzeba stosowania takich procedur jest $cisle zwiazana z charakterem zja-
wisk dotyczacych wysoko rozwinigtego spoleczenstwa, gdzie stopien réznorod-
nosci wszelkich aspektow jego funkcjonowania jest wysoki.

W analizach statystycznych zwigzanych ze zjawiskami ekonomicznymi szcze-
golna role odgrywaja metody nieparametryczne. Zapewniaja uniwersalnos¢ ze
wzgledu na brak koniecznosci przyjmowania dodatkowych zalozen dotyczacych
rozkladéw zmiennych losowych. Zatozenia takie nie zawsze bowiem sg spelnione,
co w wielu przypadkach jest wyrazem szczegdlnego charakteru analizowanych
zmiennych ekonomicznych - ich wyjatkowosci i niepowtarzalno$ci. Zatem, nie-
powszednio$¢ i incydentalno$¢ zmiennych ekonomicznych wymusza aplikacje
takich metod, dla ktérych obserwowany jest szeroki zakres stosowalnosci, przy
jednoczesnym braku koniecznosci przyjmowania, by¢ moze, watpliwych zatozen.
Z drugiej strony dobre wilasnosci procedur nieparametrycznych stanowia gwa-
rancje skutecznosci metod nieparametrycznych.

Funkcja gestosci jest jedna z podstawowych charakterystyk zmiennej losowej, stad
nieparametryczne procedury zwigzane z funkcja gestosci odgrywaja coraz wigksza
role w analizach zmiennych ekonomicznych. Nieparametryczna estymacja funkcji
gestosci w wielu przypadkach jest nie tylko procedurg stanowiaca punkt wyjscia do
dalszych szczegotowych analiz statystycznych dotyczacych zmiennej losowej, ale sta-
nowi réwniez niezwykle zwartg i wyczerpujaca procedure dostarczajaca okreslone
spektrum informacji o wlasnosciach zmiennej losowej. R6znorodnos¢ rodzajow tego
podejscia oznacza, z jednej strony, wykorzystanie wynikéw estymacji funkeji gestosci
do okreslenia w sposob jednoznaczny klasy procedur wykorzystywanych w dalszych
badaniach i analizach statystycznych, z drugiej za$§ moze stanowi¢ docelows i kom-
pletng procedure statystyczna. Jest zatem procedurg statystyczng o bardzo ogdélnym
charakterze, jednoczesnie gwarantujac szczegétowos¢ wynikéw analiz.

Jadrowa estymacja funkcji gestosci jest procedurg stosowang w analizach sta-
tystycznych nie tylko dotyczacych zjawisk ekonomicznych, ale réwniez przyrod-
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niczych czy technicznych, jednak koniecznos¢ podjecia decyzji o dwoch istot-
nych parametrach metody jadrowej, tj. funkcji jadra i parametru wygtadzania,
w duzym stopniu ogranicza stosowalno$¢ tej metody. Wielo$¢ propozycji metod
dostepnych w literaturze, zwigzanych z wyborem odpowiednich parametréow me-
tody jadrowej, prowadzi do znacznego uproszczenia stosowalnosci metody ja-
drowej funkgji gestosci. W wiekszosci przypadkow wykorzystywane sa te metody
wyboru parametréw metody jadrowej, ktdre sa tatwe do implementacji, co czgsto
oznacza niedoskonato$¢ tych procedur.

Tematem niniejszej monografii s3 procedury wyboru parametréw metody ja-
drowej, ze szczegolnym uwzglednieniem parametru wygtadzania, gdyz w litera-
turze przedmiotu wskazuje si¢ na mniejsze znaczenie wyboru funkcji jadra w es-
tymacji jadrowej funkcji gestosci. Wybor tematyki jest naturalnym rozwinigciem
i podsumowaniem wcze$niejszych badan autorki w tym zakresie. Dotyczyly one,
w szczegolnosci, analiz zwigzanych z wyborem funkcji jadra, wyborem parametru
wygladzania, stosowalnosci procedur jadrowych w badaniach ekonomicznych, co
wigzalo sie z odpowiednia modyfikacja klasycznych procedur jadrowej estymacji
funkcji gestosci, uwzgledniajacych charakter tych zmiennych.

Gléwnym celem badawczym autorki monografii jest analiza wtasnosci proce-
dur wyboru parametru wygtadzania w jadrowej estymacji funkcji gestosci, przy
czym zasadniczym atrybutem branym pod uwage przy analizach badan zwigza-
nych z parametrem wygtadzania byl nie tylko aspekt metodologiczny, ale przede
wszystkim mozliwo$¢ zastosowania w badaniach zmiennych ekonomicznych.
Analizie poddano zaréwno klasyczne, jak i nieklasyczne procedury wyboru para-
metru wygladzania, wskazujac w ten sposob na procedury optymalne w okreslo-
nym zagadnieniu badawczym. Przedstawiono réwniez wyniki badan dotyczacych
zaproponowanej autorskiej metody wyboru parametru wygladzania, uwzglednia-
jacej informacje dodatkowe zwigzane z populacja.

Realizacja powyzszego celu badawczego wymagata sprecyzowania celow szcze-
gotowych, ktdre sg sformulowane nastepujaco:

— okreslenie rodzajow funkeji jadra, ich szczegdtowa prezentacja oraz wska-
zanie mozliwosci zastosowania okreslonej klasy funkcji jadra w konkretne;j
sytuacji badawczej, biorac pod uwage informacje dodatkowe dotyczace roz-
kfadu zmiennej losowej,

— prezentacja metod wyboru warto$ci parametru wygladzania wraz z poda-
niem najwazniejszych wlasnosci metod,

— poréwnanie wartoéci parametréw wygladzania w estymacji jadrowej funk-
cji gestosci, dokonane przy uwzglednieniu réznych postaci funkcji jadra,
co prowadzi do wskazania najlepszych par parametréw metody jadrowej
w estymacji funkcji gestosci,

— analiza wlasnosci autorskiej metody wyboru parametru wygtadzania,

— okreslenie najlepszych metod wyboru parametru wygtadzania dla estymacji
funkcji gestosci zmiennej losowej w badaniach ekonomicznych.
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Wprowadzenie 13

W wyniku analiz zwigzanych z badaniem wlasnosci metod wyboru parametru
wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci weryfikacji podlegaly nastepu-
jace hipotezy badawcze:

— wybdr parametru wygladzania w estymacji jadrowej funkcji gestosci zmien-
nej losowej w badaniach ekonomicznych jest $cisle uzalezniony od infor-
macji dodatkowych dotyczacych podstawowych charakterystyk rozkladu,
takich jak asymetrycznos¢ i wielomodalnosg,

— wokreslonych sytuacjach badawczych mozliwe jest wskazanie optymalnych
par parametréw metody jadrowej poprzez wskazanie najlepszej funkc;ji ja-
dra dla okreslonej wartosci parametru wygtadzania,

— przy estymacji jadrowej funkeji gestosci zmiennej losowej w badaniach
ekonomicznych informacje dodatkowe dotyczace jej rozktadu upraszczajg
procedure wyboru optymalnych parametréw metody jadrowej z punktu wi-
dzenia okreslonego bledu,

— modyfikacje klasycznych procedur estymacji funkcji gestosci poprzez do-
bdr nieklasycznych postaci funkgji jadra oraz zastosowanie nieklasycznych
metod wyboru parametru wygladzania powoduja polepszenie wtasnosci es-
tymacji jadrowej zmiennej losowej w badaniach ekonomicznych.

Dla potrzeb realizacji celéw dobrano odpowiednia strukture pracy. W rozdzia-
le pierwszym przedstawione sg informacje zwigzane z estymacja nieparametrycz-
ng, w szczegolnosci z estymacja jadrowa funkcji gestosci. Podane sa wlasnosci
estymatora klasycznego typu Rosenblatta-Parzena, jak réwniez zaprezentowane
sa modyfikacje postaci klasycznej estymatora wynikajace z wystapienia ograni-
czonego no$nika zmiennej losowej, co w badaniach ekonomiczno-spotecznych
wystepuje dos¢ czesto. W rozwazaniach ogélnych dotyczacych klasycznego po-
dejscia w estymacji jadrowej szczegdlnego znaczenia nabiera szczegdtowe okre-
slenie miary precyzji estymacji. W wielu metodach wyboru parametru wygladza-
nia w estymacji jadrowej funkcji gesto$ci minimalizacja okreslonej $cisle miary
precyzji pozwala na wyznaczenie wlasciwej wartosci parametru wygtadzania.
Rozwinigciem rozwazan zwigzanych z klasycznym podej$ciem jest prezentacja
procedur dotyczacych estymacji pochodnych okreslonego rzedu funkeji gestosci.

W rozdziale drugim podjeto probe usystematyzowania informacji dotyczacych
funkgji jadra prezentowanych w literaturze przedmiotu. Wyodrebniono osiem
rodzajow funkcji jadra, gdzie czynnikami klasyfikujagcymi odpowiednig funk-
cje jadra do okreslonej grupy byta konstrukeja, zasady stosowania w analizach
praktycznych, charakter zmiennych losowych, ktérych funkeja gestosci jest obje-
ta estymacja oraz optymalnos¢ funkcji jadra. Wyodrebnione w ten sposdb klasy
w wielu przypadkach nie sg roztaczne.

Rozdzial trzeci jest poswigecony metodom wyboru parametru wygtadzania.
Réznorodnos¢ prezentowanych w literaturze przedmiotu metod powoduje pew-
na nieokreslono$¢ co do metody najlepszej. Stad, w rozdziale tym przedstawio-
no zaréwno te metody, ktore s traktowane przez badaczy jako proste i szybkie
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(uwypuklajac ich wady), jak i metody bardziej zaawansowane, ktére mimo trud-
nos$ci w implementacji powinny by¢ stosowane w praktyce. Zaprezentowano
réwniez autorska metode wyboru parametru wygtadzania oparta na uogélnionej
sredniej harmonicznej. Uzupelnieniem tych rozwazan jest poréwnanie wybra-
nych metod wyboru parametru wygladzania, ze szczegélnym uwzglednieniem
zalezno$ci miedzy funkcja jadra i parametrem wygladzania oraz przy uwzglednie-
niu, przy wyborze metody, informacji dodatkowej zwigzanej ze zmienng losowa.

W rozdziale czwartym omodwiono metody estymacji wielowymiarowej funkcji
gestosci oraz procedury wyboru macierzy parametréw wygladzania. Odmien-
no$¢ metod wyboru parametréow w estymacji funkcji gestosci, przedstawionych
w tym rozdziale, wynika bezposrednio z faktu, ze procedury stosowane dla wielo-
wymiarowej estymacji nie s3 jedynie prostym rozszerzeniem procedur jednowy-
miarowych.

W rozdziale pigtym wyniki analiz zawartych w poprzednich rozdziatach zosta-
ty wykorzystane w zagadnieniach zwigzanych z estymacja funkcji gestosci zmien-
nej losowej w badaniach ekonomicznych, uwzgledniajac w sposéb szczegdlny in-
formacje wstepne dotyczace charakteru rozwazanej zmiennej losowe;.

Przy przygotowywaniu publikacji opierano si¢ gléwnie na literaturze angloje-
zycznej, gdyz w literaturze polskiej jedynie kilka opracowan dotyczy problematyki
nieparametrycznej estymacji jadrowej funkeji gestosci. Monografia zatem moze
stanowi¢ uzupetnienie tej luki.

W czegéci pracy zwigzanej z zastosowaniem procedur oraz z analizami porow-
nawczymi stosowano metody symulacyjne przy wykorzystaniu oprogramowania
MATLAB firmy Mathworks, wersja R2012a i R2014a.

Autorka pragnie serdecznie podzigkowac¢ Panu Profesorowi zw. dr. hab. Czesta-
wowi Domanskiemu za zyczliwo$¢ i wsparcie oraz Recenzentowi — Panu Profeso-
rowi dr. hab. Grzegorzowi Konczakowi za cenne uwagi i sugestie zawarte w recen-
zji, ktére wplynety z pewnoscig na poprawe jakosci publikacji.
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Rozdziat 1
Estymacja nieparametryczna
funkcji gestosci

1.1. Uwagi wstepne

Termin ,,statystyka parametryczna” bezposrednio i jednoznacznie wskazuje na
procedury zwigzane z charakterystyka (parametrem) populacji, ktére stosowane
s3 na podstawie dostepnych danych, na przyktad eksperymentalnych. Parametr
moze by¢ rozumiany w dwojaki sposéb: jako niesprecyzowana stala wystepujaca
w rodzinie rozkladéw zmiennej losowej lub tez, wykorzystujac okreslenie w szer-
szym sensie, parametr moze oznacza¢ prawie wszystkie metody opisu zmiennej
losowej w okreslonej rodzinie rozkladu (Gibbons, Chakraborti, 2003). Uwzgled-
niajac powyzsze okreslenie statystyki parametrycznej, statystyka nieparametrycz-
na rozumiana moze by¢ jako zbiér procedur, albo $cisle nieparametrycznego ro-
dzaju (na przyklad test nieparametryczny oznaczajacy weryfikacje hipotezy, ktdora
nie dotyczy warto$ci parametru), lub tez procedury stanowiace analogie do kla-
sycznego (parametrycznego, uwzgledniajacego arbitralne zalozenie postaci bada-
nych funkgeji) podejscia, gdzie okreslone zalozenia dotyczace rozkladu sg zasta-
pione przez zalozenia o bardziej ogdlnym charakterze niz w przypadku podejscia
klasycznego. Mimo ze procedury parametryczne charakteryzowane sa prostota
teoretyczng i obliczeniowg oraz powszechna znajomoscia i dostepnoscia w litera-
turze, nie sa one wystarczalne w wielu sytuacjach badawczych.

Procedury nieparametryczne sa procedurami uniwersalnymi (Domanski,
1979, 1990), w zwiazku z czym moga one by¢ stosowane odno$nie do réznorod-
nych zagadnien poswieconych analizom populacji. S3 wykorzystywane w celu
identyfikacji rozkladu populacji, jak réwniez stuza do opracowania wnioskow
zwigzanych ze szczegdélowa charakterystyka zmiennej losowej w populacji. Ich
uniwersalno$¢ ma réwniez odzwierciedlenie w mozliwosci stosowania procedur
nieparametrycznych bez koniecznosci przyjmowania konkretnych zatozen o po-
pulacjach, z ktérych otrzymujemy dane rzeczywiste, co jest sytuacja wymuszo-
na w praktyce, gdy brak jest informacji wstepnej o rozkladzie badanej populacji
lub istnieje duze ryzyko zwigzane z przyjeciem zalozenia dotyczacego rozktadu
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(Domanski i in., 1998). W wielu przypadkach sa one z jednej strony latwiejsze
do implementacji, a z drugiej charakteryzuja si¢ jedynie nieznacznie mniejsza
skuteczno$cia niz procedury parametryczne. Nalezy jednak podkresli¢, ze w wie-
lu przypadkach procedury nieparametryczne, chociaz koncepcyjnie proste oraz
przejrzyste w zakresie interpretacji, wymuszaja konieczno$¢ zastosowania odpo-
wiedniej techniki komputerowej, co stanowilo wyrazng bariere zaréwno w bada-
niach teoretycznych, jak i aplikacyjnych.

Okreslenie ,nieparametryczne metody statystyczne” zostalo wprowadzone
do terminologii statystycznej przez Wolfowitza w 1942 roku (Wolfowitz, 1942)
i zwigzane bylo z koniecznosca rozszerzenia stosowalnosci metod statystycznych
ponad zwyczajowo wowczas wykorzystywane metody parametryczne.

Nalezy zauwazy¢, ze propozycje teoretyczne dotyczace metod nieparametrycz-
nych oraz préby aplikacji pojawialy sie juz na poczatku XVIII wieku. John Arbu-
thnot, w pracy wykorzystujacej ewidencje chrztéw dzieci w Londynie w latach
1629-1710, z podzialem na plte¢ (Arbuthnot, 1710), analizowal zZrédlo zaobser-
wowanych regularnosci i upatrywal je w opatrznosci boskiej (Ostasiewicz, 2012).
Jednoczesnie byla to pierwsza proba zastosowania testu znakow, co przez niekto-
rych statystykoéw (Noether, 1984; Domanski, 1986) traktowane jest réwniez jako
prezentacja pierwszego testu statystycznego weryfikujacego hipotezy statystyczne.
Idea ,wszechobecnego bostwa’, zapewniajacego okreslone wartosci sredniej staty-
stycznej, jest utozsamiana z podwalinami rozwoju osiemnastowiecznej statystyki.

Jednak to prace z poczatku XX wieku sg traktowane jako wilasciwe poczatki
dziedziny znanej jako statystyka nieparametryczna, w szczegolnosci prace Pe-
arsona (1900, 1911) dotyczace zgodnosci rozkladéw, praca Hotellinga i Pabsty
z 1936 roku dotyczaca korelacji rang (Hotelling, Pabst, 1936) oraz praca Wilcoxo-
na (1945) poswigcona testom Wilcoxona dla jednej i dwdch proéb.

Akceptacja terminologii wprowadzonej przez Wolfowitza dotyczaca statysty-
ki nieparametrycznej nie byla powszechna. Dzialo si¢ to pomimo tego, ze Wol-
fowitz, obok koniecznosci prowadzenia badan w tym nowym woéwczas obszarze
statystyki, prezentowal réwniez prébe zastosowania zasady ilorazu wiarygodno-
$ci w przypadku nieparametrycznym, ktéra Neyman i Pearson zaproponowali juz
10 lat wczesniej dla przypadku parametrycznego. W latach 40. XX wieku jedynie
nieliczni statystycy z Uniwersytetu Columbia oraz Uniwersytetu Princeton wy-
korzystywali to okreslenie w publikacjach w ,,Annals of Mathematical Statistics™
Natomiast w ,,Journal of the American Statistical Associations” po raz pierwszy
termin nieparametryczny pojawil si¢ dopiero w 1949 roku.

Praca Scheffego (1943) jest proba nie tylko przedstawienia teoretycznych pod-
staw do rozwoju statystyki nieparametrycznej, ale przede wszystkim jest pierwsza
publikacja prezentujaca w kompletny sposob istniejace dotychczas nieparame-
tryczne metody statystyczne, w tym nieparametryczne metody weryfikacji hipo-
tez statystycznych (testy zgodnosci, testy losowosci, testy dla dwdch prob, testy
niezalezno$ci i testy analizy wariancji). Praca ta jest traktowana jako pionierska
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w zakresie zdefiniowana estymacji nieparametrycznej, uwypuklajac potencjalne
problemy zwigzane z terminologia. Scheffe, w celu unikniecia niejednoznaczno-
$ci zwigzanej z nazewnictwem, proponuje 0 (bedace parametrem rozkladu) nie
nazywa¢ parametrem, lecz jedynie liczba rzeczywistg okreslong przez rozklad.
W zagadnieniach zwigzanych z estymacja punktowa wskazana zostala jedynie
réwnowaznos$¢ estymatoréw parametrycznych i nieparametrycznych w zakresie
nieobcigzonosci i zgodnosci. Problemy estymacji przedziatowej przedstawione
w réwnie waskim zakresie zwigzane byly jedynie z przedziatami ufnosci dla me-
diany, dla r6znicy dwoch median oraz przedzialami ufnosci dla nieznanej dystry-
buanty.

Pierwsze proby estymacji charakterystyk funkcyjnych zostaly sformalizowane
i przedstawione w pracy Walda i Wolfowitza (1939), a dotyczyly one obszaru uf-
nosci dla dystrybuanty.

Rozwdj metod nieparametrycznych w ostatnich czterdziestu latach jest scidle
zwigzany z rozwojem technik obliczeniowych. Zwigkszenie mocy obliczeniowej
wspolczesnych komputerow umozliwito szybki rozwoj metod nieparametrycz-
nych, w tym zwigkszenie liczby propozycji modyfikacji, majacych na celu popra-
we efektywnosci rozwazanych metod.

Procedury nieparametryczne dotyczace charakterystyk funkcyjnych zmien-
nych losowych, na przyklad estymacja funkcji gestosci, uwzgledniajg fakt, ze zbiér
funkcji okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych R jest nieporéwnywanie licz-
niejszy od R niz w przypadku na przyklad estymacji liczby rzeczywistej lub wekto-
ra (Gajek, Katuszka, 1996). Moze zatem wystapic sytuacja, Ze nawet po zawezeniu
klasy mozliwych funkgji gestosci do zbioru funkcji i-krotnie rézniczkowalnych
(i € N, N oznacza zbiér liczb naturalnych), nie istnieje estymator nieobciazony
funkcji.

Podejscie nieparametryczne w estymacji charakterystyk funkcyjnych zmiennej
losowej umozliwia przyjecie zdecydowanie stabszych zatozen dotyczacych posta-
ci funkcyjnej charakterystyki podlegajacej estymacji w poréwnaniu z przyjmo-
wanymi zalozeniami w metodach parametrycznych. W podejsciu parametrycz-
nym wymagane jest przyjecie zalozenia, Ze znana jest rodzina funkeji gestosci,
z ktdrej pochodza obserwacje, na przyklad w estymacji funkeji gestosci model
parametryczny zaklada, ze funkcja gestosci jest znana co do skonczonej liczby pa-
rametrow. Istnienie informacji wstepnej (okreslane jako ,,boskie spostrzezenie”)
o postaci funkcyjnej charakterystyki podlegajacej estymacji powinno by¢ wyko-
rzystane i wowczas zastosowanie procedur parametrycznych traktowane jest jako
wskazane. Gdy natomiast takich informacji wstepnych brak i zalozenie zwigza-
ne z badang charakterystyka funkcyjng oparte jest jedynie na niedostatecznych
przestankach lub brak jest takich przestanek, procedura estymacji parametrycznej
moze prowadzi¢ do nieprawidlowych wynikéw dotyczacych charakterystyk funk-
cyjnych podlegajacych wnioskowaniu. Opierajac estymacje na zatozeniu, ze funk-
cja gestosci jest okreslonym elementem ze znanej rodziny parametrycznej, badacz
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musi bra¢ pod uwage mozliwos¢ bednej specyfikacji modelu, co moze oznaczac,
ze model nie jest zgodny z populacja, z ktérej dane zostaty pobrane. W szczegol-
nosci gdy przyjmowane jest zatozenie o normalnosci, w rzeczywistosci narzucona
jest grupa catkiem restrykcyjnych zalozen, na przyktad dotyczacych symetrycz-
nosci, jednomodalnosci, okreslonej monotonicznosci poza wartoscia modalna.
Jesli rzeczywista funkcja gestosci jest asymetryczna lub posiada wiele wartosci
modalnych, wéwczas zatozenie o normalnosci moze prowadzi¢ do niewlasciwe;j
charakterystyki funkcji gestosci i moze skutkowac falszywymi wynikami estyma-
cji oraz blednym wnioskowaniem. Oczywiscie mozliwe jest postepowanie pole-
gajace na testowaniu, czy zaktadany rozklad jest zgodny z rzeczywistoscig. Ale
odrzucenie zalozenia dotyczacego rozkladu, niestety, nie skutkuje okresleniem
rozkladu alternatywnego, na przyktad odrzucenie hipotezy o normalnosci spra-
wia, ze badacz nie otrzymuje informacji o innym mozliwym rozktadzie, zmuszo-
ny jest wroci¢ do punktu wyjscia.

Podejscie nieparametryczne oznacza uniknigcie probleméw zwigzanych z ko-
niecznoscia specyfikacji parametrycznej postaci funkcyjnej przed dokonaniem
procedur estymacyjnych. Przyjmowane s3 jedynie zalozenia, ze spelnione sa pew-
ne warunki regularnoéci, takie jak gtadkos¢ i rézniczkowalnos¢. A to sa zdecydo-
wanie slabsze zalozenia dotyczace struktury postaci funkcyjnej funkeji gestosci
niz w przypadku metod parametrycznych. Na przyklad, w estymacji rozktadu do-
chodéw zamiast przyjmowania zalozenia, ze funkcja gestosci nalezy do rodziny
rozkladéw normalnych lub lognormalnych, przyjmuje sie jedynie zalozenie, ze
funkcja gestosci jest dwukrotnie lub trzykrotnie rézniczkowalna. Przyjecie stab-
szych zatozen dotyczacych struktury postaci funkcyjnej gestosci, niestety, powo-
duje konieczno$¢ posiadania wigkszej liczby danych by otrzymac ten sam stopien
doktadnosci, co wlasciwie wyspecyfikowany model parametryczny. Podejscie nie-
parametryczne moze oznaczaé zatem konieczno$¢ zwigkszenia liczby obserwacji
w procedurach nieparametrycznych, by osiaggna¢ taki sam poziom precyzji, jak
odnosnie do dobrze wyspecyfikowanego modelu parametrycznego. Z drugiej jed-
nak strony podejscie nieparametryczne pozwala na wigksza elastycznos¢ w sto-
sowaniu procedur statystycznych, poniewaz wymagane jest jedynie zalozenie, ze
nieznana funkcja gestosci nalezy do pewnego nieskonczonego zbioru krzywych.

Nieparametryczna estymacja funkcji gestosci w wielu przypadkach traktowana
jest jako wstepny etap w analizie lub tez jako analiza dotyczaca doktadnie okreslo-
nej charakterystyki funkcyjnej zmiennej losowe;.

Hansen (2009) okresla podejscie parametryczne jako podejscie o skonczonej
wymiarowosci, podczas gdy podejscie nieparametryczne to podejscie o nieskon-
CzZonej wymiarowosci.

Zasadnicza roznica zwigzana z procedurami estymacji dotyczy szybkosci zbiez-
noéci. Podczas gdy w podejsciu parametrycznym, wlasciwie wyspecyfikowanym,
dla liczebnosci préby n, szybko$¢ zbieznosci jest rzedu n-", to w przypadku po-
dejscia nieparametrycznego tempo to jest wolniejsze niz n, Przy czym, w odréz-
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nieniu od parametrycznego podejécia, tempo zbieznosci jest zazwyczaj odwrotnie
proporcjonalne do liczby zmiennych, co jest znane w literaturze jako ,,przeklen-
stwo wymiarowosci”. Jest ono traktowane jako jedno z najwazniejszych utrudnien
pojawiajacych sie w procedurach nieparametrycznych (Stone, 1994; Pagan, Ullah,
1999). Stosowanie prawie kazdej procedury statystycznej jest powigzane, mniej
lub bardziej, z przeklenstwem wymiarowosci, w podejsciu nieparametrycznym
oznacza ono jednak konieczno$¢ stosowania bardzo duzych préb w celu zapew-
nienia doktadnosci na odpowiednim poziomie. Metody nieparametryczne s za-
tem zalecane szczegolnie wtedy, gdy liczba zmiennych jest mata, natomiast zbior
danych duzy (Silverman, 1986). Stosownie metod nieparametrycznych oznacza
koniecznos$¢ rozwazenia odpowiednio duzej liczebnosci proby w pordéwnaniu
z liczba zmiennych.

Ponadto w podejsciu parametrycznym nie istnieje rozréznienie migdzy praw-
dziwym modelem wystepujacym w rzeczywisto$ci a modelem wykorzystywanym
w procedurze estymacji, natomiast w podejsciu nieparametrycznym taka réznica
miedzy modelami istnieje.

Metody nieparametryczne powoduja wyzszy stopient skomplikowania modelu
dopasowywanego w zaleznosci od proby. Im wiecej informacji w prébie (co moze
oznacza¢ wieksza liczebno$¢ proby), tym wigkszy stopien ztozonosci modelu.
Wymaga to odrebnych twierdzen dotyczacych rozktadow.

W podejsciu nieparametrycznym modele dopasowywane sg traktowane jako
aproksymacje i dlatego tez sg z gory skazane na btedng specyfikacje, a to impliku-
je obcigzenie estymatora. Zazwyczaj wzrost zlozono$ci dopasowywanego mode-
lu powoduje zmniejszenie obcigzenia, ale oznacza jednoczesnie wzrost wariancji
estymacji. Stosowanie metod nieparametrycznych oznacza zatem koniecznos¢
uwzgledniania tego kompromisu, co powoduje ustalenie takiego stopnia zlozo-
nosci modelu, by zminimalizowa¢ ogélne miary dopasowania, na przyktad btad
sredniokwadratowy (MSE).

Nieparametryczne procedury moga dotyczy¢, miedzy innymi, funkeji gesto-
$ci (jednowymiarowej i wielowymiarowej), pochodnych funkcji gestosci, warun-
kowych funkgji gestosci, dystrybuanty, funkcji regresji, parametréw potozenia,
w tym mediany i kwantyli, parametréw skali, w tym wariancji. Nieparametrycz-
na estymacja charakterystyk funkcyjnych moze by¢ gtéwnym celem podjetych
badan, ale moze réwniez stanowi¢ punkt wyjsciowy bedacy warunkiem, ktorego
spetnienie umozliwia dalsze drugoetapowe zagadnienia estymacji lub weryfikacji
hipotez statystycznych. Jezeli problem rozwazany w drugim etapie dotyczy para-
metréw (skonczonego wymiaru), wowczas estymacja traktowana jest jako semi-
parametryczna. Badacz nie specyfikuje postaci funkcyjnej dla pewnych zakresow
danych, ale dla niektérych zakreséw zalozenia parametryczne sa konieczne.

Nieparametryczne metody obejmujg pewien rodzaj aproksymacji oraz meto-
dy wygladzania (jadrowe, szeregéw, splajnéw). Nieparametryczne metody sg in-
deksowane poprzez parametr wygltadzania (parametr dostrajania), ktory okresla
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stopien zlozono$ci. Wybdr tego parametru wygtadzania jest najczesciej zagadnie-
niem kluczowym w zastosowaniach metod w praktyce. Oznacza to, ze metody
okreslania parametru wygltadzania oparte na danych sg traktowane jako istot-
ne w nieparametrycznych metodach. Natomiast konieczno$¢ ich okreslenia jest
czesto uwazana za wade metod nieparametrycznych. Metody nieparametryczne,
ktére wymagaja parametru wygtadzania, ale nie maja okreslonej zaleznej od da-
nych reguty wyboru parametru wygladzania, sg traktowane jako niekompletne
(Hansen, 2009). Niestety, takie podejscie wystepuje dos¢ czesto, co jest zwigzane
z trudno$ciami w rozwijaniu szczegdtowych zasad i regut wyboru parametru wy-
gladzania. Jest to pewien kompromis, gdyz parametr wygtadzania jest wybierany
w oparciu o odpowiedni problem statystyczny.

Funkcja gestosci jest jedna z podstawowych charakterystyk funkcyjnych
zmiennej losowej. Warto pokresli¢ zaréwno jej znaczenie teoretyczne, jak i wyko-
rzystanie do praktycznych obliczen i ilustracji wynikéw wieloaspektowych analiz
(Kulczycki, 2005). Funkcja gestosci jest stosowana miedzy innymi do wyznaczenia
prawdopodobienstwa, ze zmienna losowa przyjmuje wartos¢ z ustalonego zbioru,
natomiast jej prezentacja graficzna stanowi wygodne i intuicyjne narzedzie wstep-
nej analizy danych. W modelowaniu statystycznym funkcja gestosci stanowi opis
schematu losowej zmiennosci danych, ktére nie s3 wyjasnione przez inne struk-
turalne charakterystyki w modelu (Bowman, Azzalini, 2004). W praktycznych za-
gadnieniach funkcja gestosci najczesciej nie jest znana i musi by¢ oszacowana na
podstawie danych pochodzacych z préby.

Estymacja funkcji gesto$ci umozliwia wyjasnienie i oceng, czy potencjalny mo-
del jest dopasowany do danych rzeczywistych. Pagan i Ullah (1999) zwracaja uwa-
ge na znaczenie estymatora funkeji gestosci w analizach Monte Carlo dotyczacych
estymatoréw podlegajacych analizie. Nieparametryczny estymator funkeji gesto-
$ci dostarcza calosciowy obraz rozkladu estymatora i dlatego jest stosowany jako
wygodna forma prezentacji wynikow eksperymentéw Monte Carlo. Przyktadowo,
estymator funkcji gestosci jest konieczny, gdy parametryczny estymator ma roz-
ktad asymptotyczny, ktory zalezy od gestosci szacowanej w okreslonym punkcie.

Estymacja funkcji gestosci moze by¢ wykorzystywana jako zasadniczy i pod-
stawowy etap w analizie danych, o ile celem analizy statystycznej jest otrzymanie,
na przyklad, dogodnej formy prezentacji struktury danych. Moze to by¢ zwigzane
z analizg warto$ci modalnych, co prowadzi do wskazania odmiennych aspektéw
rozwazanego zagadnienia, a nastgpnie umozliwia dekompozycje przedmiotows.
Analiza ogonéw estymatora funkcji gestosci, rozwazanych, na przyklad, w pro-
cesach produkcyjnych, gdzie ,lekki” ogon wskazuje na zwykty rozrzut technolo-
giczny, ,,cigzki” ogon — na zuzycie sprzetu i koniecznos¢ wymiany konkretnych
podzespolow (Kulczycki, 2005), réwniez ma znaczenie praktyczne. W przypadku
zmiennej losowej wielowymiarowej estymator jadrowy wielowymiarowej funkcji
gestosci umozliwia analize struktury danych w zakresie zalezno$ci miedzy po-
szczegdlnymi wspdlrzednymi tej zmiennej.
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