1. Wstep

Aby zrozumieé mysli Boga, musimy studiowac statystyke,
poniewaz jest ona miarg jego celu.

Florence Nightingale1

Statystyka jest gramatykq nauvki.

Karl Pearson?

Jestem pod wrazeniem elegancji definicji statystyki zamieszczo-
nej w angielskiej wersji Wikipedii (signum temporis, nawiasem mo-
wiac). Okredla sie ja tam jako nauke ,0 efektywnym wykorzysty-
waniu danych liczbowych odnoszacych sie do grup osobnikéw lub
eksperymentow” ;| obejmujaca zaréwno metody planowania ekspe-
rymentow, pozyskiwania danych, jak i ich opisu, analizy oraz in-
terpretacji. Statystyke mozna takze traktowaé jako pewna forme
sztuki, gdyz wiele réznych decyzji jest pozostawionych samemu
badaczowi.

Juz od pewnego czasu matematyka (przede wszystkim staty-
styka) jest nowym mikroskopem biologii, ta zas stanowi ,nastepna
fizyke” dla  krélowej nauk” (Cohen 2004). Ukuto nawet odpowied-
nie okreslenia uwzgledniajace specyfike metodologii, z ktérych naj-
popularniejszym jest biostatystyka. Czy tego chcemy, czy nie — nie
uciekniemy od stosowania technik z repertuaru matematyki w celu
poprawy jakosci opisu i pelniejszego zrozumienia praw rzadzacych
naturg. Akceptacja takiego stanu rzeczy nie powinna by¢ trudna,
gdyz (wierzcie lub nie) na poziomie podstawowym i §rednio za-
awansowanym statystyka wcale nie jest specjalnie skomplikowana.
Niniejsza ksiazke polecam przede wszystkim studentom i dokto-

'Florence Nightingale (1820-1910) — Angielka, twérczyni wspolczesnego pie-
legniarstwa, pionierka technik wizualnej prezentacji danych.

?Karl Pearson (1857-1936) — angielski matematyk, filozof i biolog, jeden
z twércow wspobdlczesnej statystyki.
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rantom biologii, ochrony $rodowiska, medycyny i kierunkéw po-
krewnych. Niewatpliwie bedzie tez zrédltem przydatnej wiedzy dla
pracownikow nauki, gdyz prezentowane treéci wykraczaja w wie-
lu miejscach poza zakres podstawowego kursu statystyki. Obecna
postaé tekstu rézni sie nieznacznie od wersji poczatkowej — zmiany
(poprawki i uzupelnienia) wprowadzone w czerwcu 2011 r. mozna
przesledzi¢ na stronie http://pjadw.tripod.com/errata.htm.

Chcialbym goraco podzigkowa¢ Kasi (mojej kochanej zonie) za
cierpliwoéé i zrozumienie. Agnieszke przepraszam za notoryczny
brak czasu; masz racje, Malenistwo — tata zbyt duzo czasu spedza
przy komputerze. ..

Zapraszam do lektury.
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2. Prawdopodobienstwo i okolice

Za kazdym razem, gdy mowimy studentom: ,oto czym naprawde
jest prawdopodobienstwo”, jestesmy w bledzie.
Prawdopodobienistwo znaczy wiele rzeczy.

Glenn Shafer (1991)

2.1 Wprowadzenie

Stadion Narodowy, godzina 20.15. Za chwile rozpocznie si¢
,mecz o wszystko”. Gléwny arbiter spotkania prosi kapitandéw
druzyn o podejscie, po czym wyjmuje monete. Po krétkiej wy-
mianie zdan srebrzysty krazek zostaje wyrzucony w gore — jeste-
$my Swiadkami. .. doswiadczenia losowego. Jego rezultat zalezy od
przypadku (stad nazwa), gdyz zakladamy, ze moneta jest ,ucz-
ciwa”, podobnie zreszta jak sedzia, ktéry bedac profesjonalista,
wprawil monete w ruch obrotowy.

Opisane doswiadczenie losowe ma tylko dwa mozliwe niepo-
dzielne wyniki, czyli mogto zajé¢ jedno z dwbch zdarzen elementar-
nych (w)? — wyrzucony zostat orzel lub reszka. W tym przypadku
przestrzen zdarzen elementarnych (Q)*, zbiér wszystkich zdarzen
elementarnych rozpatrywanego doswiadczenia losowego, jest dwu-
elementowa. Przestrzen moze by¢ albo zbiorem skonczonym (jak
powyzej), a przynajmniej przeliczalnym (przestrzen skokowa, ina-
czej dyskretna), albo zbiorem nieprzeliczalnym (przestrzen ciggla).

Przyktady z przyrodniczego podworka:

e Potomek niebieskookiej kobiety (genotyp homozygoty aa)
i brazowookiego mezczyzny (genotyp heterozygoty Aa) be-
dzie mial genotyp Aa (wi) albo aa (w2) (szanse na kazdy

30mega — matla litera z greckiego alfabetu.
4Omega — duza litera z greckiego alfabetu.
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z dwoch ukladéw sa takie same) — Q jest zbiorem skonczo-
nym, dwuelementowym.

e Poszukiwania ostatniego wspdlnego przodka czltowieka
i szympansa: zdarzeniem elementarnym (w;) jest kazde zna-
lezisko budzacych nadzieje szczatkow, ktoremu przypisze sie
liczbe naturalna od 1 do n, gdzie n symbolizuje sukces. Uzy-
skany ciag stanowi zbiér przeliczalny (w praktyce nieskon-
czony).

e Dobowy zapis pracy serca (w;) ma postaé¢ funkcji ciaglej. Q
jest zbiorem nieprzeliczalnym, poniewaz istnieje nieskoncze-
nie wiele mozliwych ksztattéw elektrokardiogramu.

Kazdy podzbiér przestrzeni zdarzen elementarnych jest okreslany
terminem zdarzenie losowe®. Moze on zawieraé¢ jeden lub wicksza
liczbe elementéow. W przypadku rzutu szescienng kostka do gry
(doswiadczenie losowe) zdarzeniem losowym jest zaréwno wyrzu-
cenie trzech oczek, jak i nieparzystej liczby oczek, a takze licz-
by oczek wiekszej od dwdch. Zbiér zdarzen losowych zwiazanych
z tym samym do$wiadczeniem losowym tworzy rodzine zdarzern
losowych (S). Zdarzenia losowe moga by¢: pewne, niemozliwe lub
prawdopodobne. 7 punktu widzenia statystyki interesujace sa te
ostatnie. Zdarzeniami losowymi zajmuje sie rachunek prawdopo-
dobienstwa stanowiacy, bez zadnej przesady, matematyczny fun-
dament statystyki. No dobrze, ale czym jest prawdopodobieristwo?

2.2 Koncepcje prawdopodobienstwa

Istnieje przynajmniej kilkanascie definicji prawdopodobien-
stwa, ale na szczeScie nie ma potrzeby zapoznawania sie z kazda
z nich. W najbardziej ogdlnym ujeciu prawdopodobienistwo jest
matematycznym sposobem radzenia sobie z problemem niepew-
nosci. Gléwne koncepcje tego pojecia mozna przyporzadkowaé do
dwoch kategorii: obiektywistycznej i subiektywistycznej. Pierwsza

5Operacje na zdarzeniach losowych sa wiec operacjami na zbiorach.
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z nich jest najbardziej popularna i zaktada, ze prawdopodobien-
stwo mozna przypisa¢ jedynie zdarzeniom powtarzalnym (takim
jak rzut kostka do gry lub moneta). Jest ona reprezentowana m.in.
przez intuicyjna definicje klasyczng autorstwa Laplace’al z 1812 .,
wedltug ktérej prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia A, czyli
P(A), jest réwne ilorazowi liczby zdarzen mu sprzyjajacych (moc
zbioru A) i liczby mozliwych przypadkéw (moc zbioru €2). Mozemy
to zapisa¢ w nastepujacy sposob:

P(A) = (2.2.1)

o]+ N]

Zaklada sie, ze zdarzenia sa jednakowo mozliwe i wzajemnie
sie wykluczaja.

Powiedzmy, zZe interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na wyrzuceniu orta przy jednokrotnym rzucie sy-
metryczna monetag. Zbiér mozliwych wynikéw jest dwuelemento-
wy (orzel i reszka), za$ naszemu zdarzeniu sprzyja wylacznie wy-
rzucenie orta. Po podstawieniu otrzymujemy P(0) = 0,5. Prosty
problem i proste rozwigzanie. Niestety, zakres stosowalnosci tego
podejécia ogranicza sie wtasnie do prostych przypadkéw. Glow-
ny problem z definicjg klasyczna polega na tym, ze wykorzystuje
ona pojecie definiowane (blad logiczny) — ,mozliwe” jest synoni-
mem ,prawdopodobne”. Podobna niedogodnos¢ ma definicja geo-
metryczna, ktéra za to rozwiazuje inny problem podejécia klasycz-
nego — niemoznos¢ stosowania w sytuacji, gdy A i Q sg zbiorami
nieskonczonymi; liczebnosé tych zbioréw jest zastepowana polem
powierzchni lub dtugoécia.

Definicja czestosciowa von Misesa’ (1931 r.), bedaca kolejng
préba okreslenia, na gruncie obiektywizmu, czym jest prawdopo-
dobienstwo, utozsamia je z granica (limes) ciagu czestosci. O ile
racjonalizm prezentowany przez podejscie Laplace’a byt oparty na
myé$leniu w kategoriach matematyki i filozofii, o tyle koncepcja

Pierre Simon de Laplace (1749-1827) — francuski matematyk, fizyk i astro-
nom.

"Richard Edler von Mises (1883-1953) — amerykanski matematyk urodzony
we Lwowie.
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czestosciowa jest ze swojej natury empiryczna (oparta na obserwa-
cjach). Wyobrazmy sobie dluga serie doswiadczen losowych, pole-
gajacych na rzucie symetryczna moneta. Interesuje nas prawdopo-
dobienstwo wyrzucenia orta, wiec po kazdym rzucie odnotowujemy
wzgledng czesto$¢ tego zdarzenia, czyli iloraz liczby wyrzuconych
do tej pory ortéw i liczby rzutéw. Juz po wykonaniu kilkudziesie-
ciu rzutéw monety powinnidmy zauwazy¢, ze wspomniana wartosé
zbliza sie¢ do pewnej liczby. Jesli wahania czestosci zdarzenia wyka-
zuja tendencje malejaca, to liczba, ku ktorej daza, jest szukanym
prawdopodobienstwem (ryc. 1). Oczywista (dla matematyka) wa-
da tej definicji jest to, ze nic nie méwi ona o warunku istnienia
granicy. Ponadto po kazdej serii doswiadczen (w przypadku, gdy
byta krétka) otrzymamy nieco inne wartosci prawdopodobienstwa.
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Ryc. 1. Zapis przyktadowych zmian czestosci wystapienia orta
w miare wzrostu liczby wykonanych rzutéw symetryczng moneta;
ilustracja czestosciowej definicji prawdopodobienstwa (von Mise-
sa).
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Przedstawiciele drugiego gltéwnego nurtu, szkoly subiektywi-
stycznej, utrzymuja, ze prawdopodobienstwo reprezentuje subiek-
tywny osad (miare poziomu ufnosci), nie za$ obiektywnie mierzal-
ng ceche. W zwiazku z tym mozemy je stosowaé takze do zdarzen
»jednorazowych”, co nie bylo mozliwe w przypadku stosowania
koncepcji obiektywistycznej. Przykladem takiego zdarzenia jest
planowana operacja konkretnego pacjenta — interesowataby nas
szansa na powodzenie tej operacji.

Zadna z zaprezentowanych definicji nie jest pozbawiona wad,
natomiast niektére z nich sa w pewnych okoliczno$ciach bardziej
uzyteczne. Korzenie dwoch dominujacych obecnie szkot statystycz-
nych, czestosciowej i bayesowskiejS, tkwia (upraszczajac: kazda
osobno) w omawianych gléwnych koncepcjach prawdopodobien-
stwa. Podejsciu bayesowskiemu do prawdopodobienstwa® poswie-
cony jest kolejny podrozdziatl.

Ostatecznie pojecie prawdopodobienstwa zostato sformalizo-
wane przez A. Kotmogorowal!?, ktéry w 1933 r. podal aksjomaty-
ke teorii prawdopodobieristwa (zestaw aksjomatéw, czyli twierdzen
przyjmowanych bez dowodéw, i definicji). Wynika z niej, ze praw-
dopodobienstwo zdarzenia (pomijam pewne zalozenia) jest liczba
rzeczywista, dla ktorej zachodza nastepujace zaleznodci:

e Zakres wartoéci prawdopodobienstwa zdarzenia losowego A:
0 < P(A)<1, (2.2.2)

przy czym prawdopodobienstwu zdarzenia niemozliwego
przyporzadkowujemy 0, zas zdarzenia pewnego 1.

e Prawdopodobiefnistwo zdarzenia przeciwnego:

P(A) =1- P(A). (2.2.3)

8Thomas Bayes (1702-1761) — angielski matematyk i teolog.

9Nowoczesna interpretacja bayesowska (prawdopodobienistwo jako subiek-
tywny stopien wiary w zdarzenie) powstata w latach trzydziestych XX wieku.

10 Andriej N. Kolmogorow (1903-1987) — rosyjski matematyk.
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e Prawdopodobienstwo sumy (alternatywy) np. dwéch zda-
rzen:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB), (2.2.4)

jesli A i B sa zdarzeniami wzajemnie sie wykluczajacymi, to
rownanie 2.2.4 przyjmuje postac:

P(AUB) = P(A) + P(B). (2.2.5)
e Prawdopodobienstwo iloczynu (koniunkcji) np. dwéch zda-

rzen:

P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(4), (2.2.6)

jesli zdarzenia A i B sg niezalezne, to rownanie 2.2.6 mozemy
uprosci¢ do postaci:

P(ANB) = P(A)P(B). (2.2.7)

e Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A (jesli zaszlo
zdarzenie B; przeksztalcone réwnanie 2.2.6):

P(A|B) = P(ANnB) / P(B), dla P(B) > 0, (2.2.8)
ale gdy zdarzenia A i B sa niezalezne, to

P(A|B) = P(A). (2.2.9)

Co wazne, propozycja Kolmogorowa jest niezalezna od przyjetej
przez badacza interpretacji pojecia prawdopodobienstwa. Na ko-
niec garsé¢ przykladow:

e Ile wynosi prawdopodobienstwo wyrzucenia orta (O) i reszki
(R), w dowolnej kolejnosci, przy dwukrotnym rzucie mone-
ta? Zwroémy uwage , ze mamy tutaj do czynienia z alter-
natywq dwdch wzajemnie sie wykluczajgcych koniunkcji: (O
i R) lub (R i O). Wykorzystujac definicje Laplace’a (2.2.1),
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otrzymujemy P(O) = P(R) = 0,5. Podstawiajac do réwna-
nia 2.2.7 (O i R sa w przypadku dwukrotnego rzutu moneta,
zdarzeniami niezaleznymi), otrzymujemy P(O i R) = P(R
i0)=0,5x0,5=0,25. Na koniec rozwiazujemy réwnanie
2.25: P((0i R) lub (Ri 0)) = 0,25 + 0,25 = 0,5. Anali-
zowana sytuacje mozemy takze przedstawié¢ graficznie (ryc.

2).
I o P(BIA) __ B
1
3 0 < PA)__ A < -
TR + P@EA) B
! P(BIA)
. R PBA) ~B '

Ryc. 2. Graf ilustrujacy prawdopodobienstwa wyrzucenia orta
i reszki przy rzucie dwiema symetrycznymi monetami (a) oraz jego
forma uogdlniona (b).

e Rzucamy szedcienna kostka do gry. Zaldézmy, ze zdarzenie
A polega na wyrzuceniu pieciu oczek, za$ zdarzenie B na
wyrzuceniu liczby oczek wiekszej od trzech. Jak tatwo poli-
czyé: P(A) = 0,17, czyli 1/6, P(B) = 0,5 (znéw wykorzysta-
lismy definicje Laplace’a). Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wypadlo nam pie¢ oczek, jesli wyrzucona liczba oczek
jest wieksza od trzech? Poniewaz dzialania na zdarzeniach
to dziatania na zbiorach (byla o tym mowa), ANB = A.
Korzystamy ze wzoru 2.2.8: P(A|B) = 0,17 / 0,5 = 0,34.

W obu przypadkach positkowalismy sie klasyczng definicja praw-
dopodobienstwa, gdyz jest ona dla tak prostych sytuacji najwy-
godniejsza. Nic nie stoi na przeszkodzie uzyskania P(O), P(R),
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P(A) i P(B) w spos6b zgodny z duchem 1i litera definicji czesto-
Sciowej.

2.3 Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa stanowi podstawe subiektywistycznej kon-
cepcji prawdopodobienstwa. Stosujemy je wtedy, gdy znajac wy-
nik zdarzenia, chcemy oszacowaé prawdopodobienstwo mozliwych
przyczyn. Twierdzenie glosi, ze jesli Ay, As, ..., A, sa wzajemnie
sie wykluczajacymi hipotezami, z ktorych jedna jest prawdziwa,
to

P(4;|B) = KP(B|A;)P(A;), (2.3.1)

gdzie K jest stala niezalezna od A, P(A;|B) symbolizuje praw-
dopodobienstwo a posteriori (,po fakcie”, szukane) prawdziwosci
hipotezy A; w $wietle danych B, P(A;) — prawdopodobienstwo
a priori, czyli zaczgtkowe (niezalezne od eksperymentu; cecha cha-
rakterystyczna dla szkoly bayesowskiej — element subiektywistycz-
ny), P(B|A;) — prawdopodobienstwo danych w §wietle hipotezy A;
(w literaturze anglojezycznej okreslane tez terminem likelihood).
Prosze zwroci¢é uwage na kierunkowos$¢ prawdopodobienstw wa-
runkowych wystepujacych we wzorze 2.3.1.

K moze przyja¢ posta¢ odwrotnosci prawdopodobienstwa za-
czatkowego zdarzenia B (danych). Jezeli rozpatrujemy pojedyncza
hipoteze, réwnanie 2.3.1 przyjmuje nastepujaca postac:
P(B|A)P(A)

P

P(A’B) - (B)

dla P(B) > 0. (2.3.2)

Przyktad

Zatoka Perska jest najwazniejszym obszarem eksploatacji mal-
zy z grupy pertoptawéw (87% éwiatowej ,,produkeji” peret!!). Po-
zyskiwane sg dwie odmiany barwne peretl: ré6zowa i bialokremowa.
Zal6zmy, ze kamienie rézowe stanowia 17% perel z tego regionu,
za$ w skali globalnej udzial perel rézowych wynosi 20%. Jakie jest

HWedtug Wikipedii.

20
Kup ksiazke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_2hbp_ebook

