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Wstep

Do podejmowania prawidlowych decyzji i analizowania proceséw gospodarczych,
demograficznych, spolecznych itp. niezbedna jest znajomo§¢ metod iloSciowych.
Z tego tez wzgledu w programach nauczania uczelni wyzszych przewidziano
zajecia ze statystyki. Programy te obejmujg zazwyczaj statystyke opisowa (studia
licencjackie) oraz statystyke matematyczng (studia magisterskie).

Przedmiotem zainteresowarl statystyki opisowej sa problemy programowania
badan statystycznych, metody obserwacji statystycznej, sposoby opracowywania
i prezentacji materiatu statystycznego oraz syntetyzujaca (sumaryczna) charak-
terystyka — za pomoca odpowiednich parametréw — wtasciwosci zbioru danych.
Metody statystyki opisowej sa wykorzystywane wtedy, gdy obserwacja jest objeta
cata zbiorowos¢ (populacja generalna). Méwimy wéwczas o badaniach petnych,
wyczerpujacych.

Statystyka matematyczna (zwana tez statystyka indukcyjna) zajmuje si¢ me-
todami wnioskowania, tj. estymacji i weryfikacji hipotez o catej zbiorowosci
(populacji generalnej) na podstawie wybranej w sposéb losowy pewnej jej czgsci,
okreslanej mianem préby losowej. Metody statystyki matematycznej znajduja
szerokie zastosowanie w badaniach czeSciowych (niepeinych, niewyczerpuja-
cych). Fundamentalng sprawa w badaniu cz¢Sciowym jest to, aby préba byla
reprezentatywna, tzn. jej struktura pod wzgledem badanej wtasciwosci (cechy)
byta zblizona do struktury tej cechy w populacji generalnej. Zapewnienie wyso-
kiej reprezentatywnosci proby jest zagadnieniem do$¢ skomplikowanym. Wynika
to z faktu, ze populacja generalna jest nieznana, a dopiero badanie czgSciowe ma
dostarczy¢ informacji o niej. Wykorzystanie metod wnioskowania statystycznego
(statystyki matematycznej, statystyki indukcyjnej) wymaga znajomosci rachunku
prawdopodobiefistwa. Z tego tez wzgledu w rozdziale 1 oraz w podrozdziale 5.1
(dotyczacym dwuwymiarowej zmiennej losowej). zamieszczono podstawowe
wiadomosci z tej dziedziny wiedzy. Zakres przedmiotowy statystyki przedstawia
rysunek 1.

Metody statystyczne dotyczace zardwno opisu, jak i wnioskowania mogg by¢
uzyteczne w liczbowym rozpoznaniu struktury, wspétzaleznosci oraz dynamiki
zjawisk masowych. O ile jednak opis statystyczny odpowiada na pytanie: ,,jak
jest?”, o tyle wnioskowanie statystyczne jest zwigzane z pytaniem: ,,jak prawdopo-
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STATYSTYKA

STATYSTYKA

Weryfikacja
hipotez

Rysunek 1. Zakres statystyki
Zrédto: [Cieciura, Zacharski, 2007, s. 239].

dobnie moze by¢?”. Tak wiec, wnioskowanie statystyczne w obydwu zasadniczych
procedurach, tj. estymacji i weryfikacji hipotez, odbywa si¢ zawsze w warunkach
niepewnosci. Méwimy, Ze jest ono wnioskowaniem indukcyjnym o charakterze
stochastycznym (opartym na rachunku prawdopodobienistwa). Wzajemne relacje
pomiedzy metodami analizy, opisem i wnioskowaniem statystycznym przedstawia
tabela 1.

Tabela 1. Podstawowe metody analizy statystycznej

Metody . . .
analizy Opis statystyczny Whioskowanie statystyczne
Miary $rednie
Struktury M¥ary ZMmIennoscl
zjawisk M%ary asymetrii Estymacja parametréw | Weryfikacja hipotez
Mlary konc?ntraCJl (punktowa (parametrycznych
i sptaszezenia (kurtozy) | j przedziatowa) i nieparametrycznych)
Wspdtzaleznosci| Rachunek korelacji
zjawisk Rachunek regresji
Szeregi czasowe
s bez sezonowosci
Dynamiki :
A Szeregi czasowe
zjawisk g
z sezonowoscia
Indeksy statystyczne

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: [Luszniewicz, Staby, 2008, s.14].

Catos¢ problematyki statystyki jest ujeta w dwéch odrebnych, wzajemnie
uzupelniajacych si¢ pozycjach noszacych tytuly: Statystyka opisowa i Statystyka
matematyczna. Prezentowane w nich zagadnienia s3 podawane od podstaw i nie s3
nazbyt skomplikowane pod wzgledem matematycznym. Cenng zaletg tych pozycji
jest—zdaniem autora — zamieszczenie wielu rozwigzanych przyktadéw, ktére
ilustruja istote¢ omawianych procedur statystycznych oraz pokazuja mozliwosci
interpretacyjne otrzymanych wynikéw. Ponadto zawieraja one bogaty zestaw zadan
do samodzielnego rozwigzania. Kontrole stopnia opanowania wiedzy ulatwiaja
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zamieszczone na konficu podrecznikéw odpowiedzi do wszystkich zadari. Celowi
temu stuza réwniez pytania kontrolne.

W pracach zamieszczono obszerng bibliografie, zawierajaca publikacje ksigz-
kowe z zakresu statystyki. Pozwoli ona na poglebienie znajomosci prezentowanych
zagadnien, jak réwniez na poszerzenie wiedzy w zakresie — pomini¢tych z ko-
niecznosci — tresci.

We wspdlczesnym §wiecie nabycie umiejetnosci praktycznego stosowania
metod statystycznych jest nieodzowne. Serwisy informacyjne, gazety codzien-
ne, pisma popularne zawierajg ,,gaszcz liczb”. Nalezy umie€ je interpretowac.
W przeciwnym przypadku nie jesteSmy w stanie trafnie oceni¢ tych doniesien, jak
tez wyciaga¢ z nich odpowiednie wnioski. Autor daleki jest od popierania stwier-
dzen typu: ,,statystyka jest prosta i oczywista” czy ,.statystyka jest intuicyjnie
zrozumiala”. Tak jak kazda dziedzina wiedzy wymaga ona znacznego wysitku
i zmudnej pracy w celu zdobycia okre§lonych umiejetnosci.

Autor zywi nadzieje, Ze zawarty w pracach zakres przedmiotowy i zrozumiaty
sposéb ujecia rozpatrywanych zagadnien, uczynia je przyjaznymi dla studen-
téw wydziatéw ekonomicznych i humanistycznych (socjologéw, psychologéw,
pedagogdéw, historykéw itp.), jak réwniez dla szerokiego grona praktykéw prowa-
dzacych analizy statystyczne. Oby przekonanie o nieuchronnosci zwigzku ,,nudy”
i,.statystyki” stato si¢ nieuzasadnione, a watpliwosci w zakresie mozliwoSci zro-
zumienia §wiata opisanego za pomocy statystyki — bledne'.

dekeok

Podrecznik Statystyka matematyczna obejmuje problematyke wnioskowania
statystycznego (statystyki indukcyjnej). Pod wzgledem formalnym zawiera on
piec¢ rozdziatéw poSwigconych kolejno: probabilistycznym podstawom statysty-
ki matematycznej, probie losowej i rozktadom z préby, estymacji i weryfikacji
hipotez w analizie struktury, wspéizalezno$ci i dynamiki zjawisk masowych. Inte-
gralng czescig podrecznika jest aneks, w ktérym zamieszczono — niezbedne przy
rozwiazywaniu probleméw dotyczacych badafi czgsciowych — tablice statystyczne.

W tej pracy, podobnie jak w Statystyce opisowej zamieszczono duzo rozwigza-
nych przyktadéw oraz zadafi do samodzielnego ,,zmagania si¢” ze statystycznymi
problemami. Poprawno$¢ otrzymanych wynikéw mozna sprawdzi¢ z podanymi
odpowiedziami do zadan.

Zar6wno sposoOb prezentacji materiatu statystycznego, jak i przyjeta symbolika
wskazujg na to, ze obydwie czgsci: Statystyka opisowa i Statystyka matematyczna,
stanowig integralng cato$§¢. W zaleznosci od liczby godzin przeznaczonych
w programach studiéw réznych kierunkéw na zglebianie statystyki, niektore tresci
moga by¢ pominigte.

! Jak mawiat jeden ze studentéw: ,,jesli pozostatby mi tylko jeden dzieii Zycia, spedzitbym go
na statystyce — dzigki temu wydatby mi si¢ on znacznie dluzszy”, por. [Szwed, 2009, s. 11].
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Jakkolwiek w podrecznikach wystepuje duza liczba wzoréw, to nie powinny
one wzbudza¢ niepokoju. Ich zrozumienie i wykorzystanie nie wymaga bowiem
pogtebionej znajomosci wiedzy z matematyki. Swiadomie pominieto wyprowa-
dzanie wzoréw, podajac je —w gotowej do praktycznych zastosowan — postaci.
Poglebieniu metod statystycznych stuzy zamieszczona w obydwu podregcznikach
bogata literatura przedmiotu.

Autor skfada serdeczne podzigkowania na rece Pana Profesora J6zefa Pociechy
z Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie za niezwykle trafne i cenne uwagi,
ktére mialy istotny wplyw na ostateczny ksztalt tej pracy.

Dziekuje réwniez cérce Ewelinie oraz Monice Sobolewskiej za ich trud
wlozony w techniczne redagowanie tekstu.

Autor

12

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_2fk8_ebook

Rozdzial 1. Probabilistyczne podstawy statystyki
matematycznej

1.1. Prawdopodobienstwo i jego wlasnosci

W ré6znych dziedzinach ludzkiej dziatalno$ci mamy do czynienia ze zjawiska-
mi losowymi (przypadkowymi), tj. takimi, ktérych wyniku nie mozna z géry
przewidzieé. Tego rodzaju zjawiska sg bowiem zalezne od przyczyn, ktérych nie
jesteSmy w stanie wyeliminowac. Przyktadowo, nie jesteSmy w stanie przewi-
dzie¢ liczby wypadkéw drogowych, wad produkowanych wyrobéw, ceny akcji na
gietdzie, doktadnego czasu zarzenia si¢ zaréwki itp. Badaniem prawidtowosci
rzadzacych zjawiskami losowymi zajmuje si¢ rachunek prawdopodobieristwa.

W kazdym dos§wiadczeniu losowym mozna wyrdznié najprostsze, nierozkta-
dalne zdarzenia (wyniki do§wiadczenia). Zdarzenia te nazywamy elementarnymi.
Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z danym do§wiadczeniem
losowym nazywamy przestrzenia zdarzen elementarnych. Elementy przestrze-
ni zdarzen elementarnych bedziemy oznacza¢ symbolem e;, natomiast przestrzen
zdarzen elementarnych — symbolem E. Kazdy podzbidr przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych nazywamy zdarzeniem losowym. Zdarzenia losowe oznaczamy
duzymi literami alfabetu A, B, C, ...

Przestrzen zdarzen elementarnych moze by¢ zbiorem skoiczonym lub nie-
skoniczonym. Ze skoniczong przestrzenig zdarzefi elementarnych mamy do
czynienia np. w do§wiadczeniu polegajacym na jednokrotnym rzucie kostka do
gry. Zdarzeniami losowymi mogg by¢ tutaj [Oczkos, 2005, s. 3]:

A — wypadta parzysta liczba oczek,
B — wypadta liczba oczek wigksza od 3,
C — wypadta liczba oczek bedgca liczbg pierwszg.

W tym doswiadczeniu zbiér zdarzen elementarnych jest szeScioelemento-
wy E = {e1,e2,e3,e4,€5,66}, gdzie e; (i = 1,2,...,6) oznaczajg zdarzenie
elementarne: wypadlo i oczek. Zdarzeniem A okre§lamy podzbiér {e;, 4, €6}
Zachodzi ono wtedy i tylko wtedy, gdy wypada 2 lub 4, Iub 6 oczek. Zdarzenie B
to podzbidr {eq, es, €6 }. Zachodzi ono wtedy i tylko wtedy, gdy wypada 4 lub 5,
lub 6 oczek. Wreszcie zdarzenie C' okre§lamy jako podzbidr {ey, e3, es}. Zacho-
dzi ono wtedy i tylko wtedy, gdy wypada 2 lub 3, lub 5 oczek.

13
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Rozdziat 1. Probabilistyczne podstawy statystyki matematycznej

Jezeli jakie$ zdarzenie elementarne nalezy do zdarzenia losowego (zbioru)
A, to méwimy, ze sprzyja ono zdarzeniu A. W przeciwnym przypadku méwi-
my o zdarzeniu przeciwnym (niesprzyjajacym). Sposréd wszystkich podzbioréw
zbioru I, na szczeg6lna uwage zastuguja dwa z nich: podzbidr identyczny z calym
zbiorem F i podzbidr @ niezawierajacy zadnego elementu. W pierwszym przy-
padku méwimy o zdarzeniu pewnym, a w drugim — o zdarzeniu niemozliwym.
Inaczej méwiac, zdarzenie A jest zdarzeniem pewnym, jesli kazde zdarzenie
elementarne ze zbioru E sprzyja zdarzeniu A. Podobnie, zdarzenie A jest zdarze-
niem niemozliwym, jesli zadne zdarzenie elementarne ze zbioru F nie sprzyja
zajSciu zdarzenia A.

Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych jest zbiorem n-elementowym, to
liczba jego podzbioréw jest réwna 2". Ze zbioru E = {ej, ez, €3, €4, €5, €6}
mozna wiec utworzyé 28 = 64 podzbiory (zdarzenia), a mianowicie:

1) 2 podzbiory niewtasciwe: @, F;

2) 6 podzbioréw jednoelementowych: {e;},..., {es};

3) 15 podzbioréw dwuelementowych: {e;,ex}, {e1,e3},...,{e1,e6};

4) 20 podzbioréw trzyelementowych: {ey, ez, e3}, ..., {es, e5,¢e6};

5) 15 podzbioréw czteroelementowych: {ey, ez, e3,es},. .., {es, eq,e5,€6};

6) 6 podzbioréw pigcioelementowych: {e;, ez, e3, €4, €5}, ...,{€ea, €3, €4, €s5,¢€6}.

Z nieskonczong przestrzenig zdarzen elementarnych mamy np. do czynienia
w do$wiadczeniu polegajacym na obserwacji wzrostu przypadkowo wybranej
osoby. Przestrzen te¢ stanowi pewien przedziat liczbowy mozliwych wartoSci
wzrostu.

Na zdarzeniach losowych, podobnie jak na zbiorach, mozemy wykonywacé
dzialania, a mianowicie:

1) Zdarzenia A i B nazywamy identycznymi (A = B), jezeli zdarzenie A
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie B. Zdarzeniom tym
sprzyjaja te same zdarzenia elementarne.

2) Zdarzenie A pociagga za soba (implikuje) zdarzenie B (A C B), jesli
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A sprzyjaja réwniez zdarzeniu
B (jesli zaszlo zdarzenie A, to zaszto réwniez zdarzenie B).

3) Sumg (alternatywa) zdarzen A i B (A U B) nazywamy takie zdarzenie C,
ktére zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A lub zdarzenie B.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze w rzucie kostkg wypadta
nieparzysta liczba oczek, a B — zdarzenie polegajgce na otrzymaniu liczby
oczek mniejszej od 4. Mamy wéwczas:

C=AUB = {ey,e3,es} U{er,ez,e3} = {er,e2,€3,es5}.

4) Iloczynem (koniunkcja, czeScig wspolng) zdarzern A i B nazywamy takie
zdarzenie C, ktére zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A
i zdarzenie B, tj.
C=AnNBkB.
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Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu z listy mezczyzny,
a B —na wylosowaniu osoby palacej papierosy. Wtedy A N B oznacza zda-
rzenie polegajace na wylosowaniu m¢zczyzny palacego papierosy.

Jezeli iloczyn zdarzei A i B tworzy zbidr pusty (A N B = @), to zdarzenia
A i B nazywamy wykluczajacymi si¢ (wylaczajacymi si¢). Przyktadowo
w rzucie kostka do gry zdarzeniami wykluczajacymi si¢ sa: zdarzenie A
polegajace na wyrzuceniu liczby oczek mniejszej od 2 oraz zdarzenie B
polegajace na otrzymaniu liczby oczek wigkszej od 4.

5) Réznicg zdarzen Ai B (A— B)nazywamy takie zdarzenie C, ktére zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w rzucie kostka
parzystej liczby oczek, a B oznacza wyrzucenie liczby oczek wigkszej od 3.
Woéwczas:

C=A-B= {62764766} - {64765766} = {62}'

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A (A) nazywamy zdarzenie, do
ktérego nalezg zdarzenia elementarne nienalezace do A, tzn. A = E — A.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wypadnigciu nieparzystej liczby
oczek w rzucie kostkg do gry. Zdarzenie A jest nastepujacym zbiorem zdarzen
elementarnych:

A=F — {6] , €3, 65} = {62, €4, 66}.

Zdarzenie A oznacza: wypadta parzysta liczba oczek.

Graficzng ilustracje dzialan na zdarzeniach sg wykresy Eulera, zwane tez
diagramami Venna (rys. 1.1).

Na rysunku 1.1 przestrzenn zdarzeni elementarnych symbolizuje kwadrat,
a zdarzenia A lub B —kota w tym kwadracie. Zakreskowany obszar ilustruje
rozwazane zdarzenie.

W praktyce jesteSmy zainteresowani nie tyle pojedynczymi zdarzeniami
elementarnymi, ale ich zbiorami (czyli podzbiorami E). Rodzing podzbioréw na-
zywamy cialem zdarzen losowych (przestrzenig zdarzen losowych) i oznaczamy
symbolem S. Jezeli E jest zbiorem przeliczalnym, to S skiada si¢ ze wszystkich
podzbioréw E. Jesli natomiast E jest zbiorem nieprzeliczalnym, to S jest pewng
rodzing podzbioréw E zwang o-cialem zdarzen lub borelowskim cialem zda-
rzen, spelniajaca nastepujace warunki [Grzegorzewski, Bobecka, Dembirska,
Pusz, 2001, s. 10]:

- Ees,
—jezeliA€ S,to A€ S,
o0
— jezeli A, Ay, ...€8,to U A; € 8.

=1
Nazwa ,,zdarzenie losowe” odnosi si¢ wytacznie do tych zbioréw zdarzen ele-

mentarnych, ktére zostaty zaliczone do ciata zdarzen.
Przestrzeri zdarzen elementarnych wraz z cialem zdarze, tj. pare (E,S),
nazywamy przestrzenig mierzalng, a zdarzenie A € S - S-mierzalnym. Na
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E E
7
O “
a) zdarzenie 4 b) suma zdarzen ¢) iloczyn zdarzen d) roznica zdarzen
w przestrzeni £ AUB ANB A—-B

E E
B
@ | O
e) roznica zdarzen f) zdarzenie przeciwne  g) zdarzenie A h) zdarzenia 4 i B
B—A do A4 lub dopetienie zawiera si¢ wykluczaja si¢
zdarzenia A w zdarzeniu B (ANB=0)

(ACB)
Rysunek 1.1. Graficzna ilustracja dzialai na zdarzeniach losowych
Zrédto: [Sobezyk, 2000, s. 86].

przestrzeni mierzalnej mozna okreslaé rézne funkcje (miary). Niech P bedzie

funkcja rzeczywista okreslong na zdarzeniach S-mierzalnych, spetniajaca naste-

pujace warunki:

1) dla kazdego zdarzenia A € S, P(A) > 0,

2) P(E) =1,

3) jezeli A1, Ay, ... € S jest dowolnym ciggiem zdarzen parami rozigcznych,
tzn. A;NA; =@dlai # j, to

P(0n) S
=1 =1

Funkcje P, ktéra spetlnia powyzsze warunki, okresla si¢ mianem miary
probabilistycznej lub krétko — prawdopodobieristwem. Wartos¢é liczbowg P(A)
nazywamy prawdopodobienistwem zdarzenia A. Tréjke (E, S, P) nazywamy
przestrzenig probabilistyczng zwigzang z danym do§wiadczeniem losowym.

Z podanych powyzej warunkéw 1)—3), zwanych aksjomatami Kotmogorowa
(znanych od 1933 r.), oraz z wlasnosci dziatan na zdarzeniach, wynikaja nastepu-
jace wlasnosci prawdopodobienistwa [Major, 2007, s. 23—24]:

1) prawdopodobieristwo kazdego zdarzenia A jest liczbg z przedziatu [0; 1]

0< P(4) <1, (1.1)
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2) prawdopodobieristwo zdarzenia niemozliwego jest réwne 0
P(@) =0, (1.2)
3) prawdopodobiefistwo zdarzenia A (przeciwnego do zdarzenia A) jest rtéwne
P(A)=1-P(A), (1.3)
4) jezeli zdarzenie losowe A zawiera si¢ w zdarzeniu losowym B (A C B), to
P(B) > P(A), (1.4)

5) prawdopodobieristwo sumy dowolnych dwéch zdarzen losowych A i B jest
réwne sumie prawdopodobiefistw tych zdarzen pomniejszonej o prawdopodo-
bieristwo ich iloczynu

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), (1.5)
6) jezeli AN B =@, to
P(AU B) = P(A) + P(B), (1.6)

7) jezeli Ai B sazdarzeniami losowymi nalezacymi do pewnej przestrzeni £ oraz
jesli P(B) # 0, to prawdopodobieristwo warunkowe (wzgledne) zdarzenia A
pod warunkiem B jest okre§lone wzorem

P(ANB)

P(A/B) = P(B) P(B) > 0, (1.7)
stad
P(ANB)=P(B) - P(A/B); (1.8)
podobnie
P(B/A) = 13(;1(2)3)7 P(4) > 0, (1.9)
P(ANB)=P(A)- P(B/A), (1.10)

8) jezeli Ai B sa zdarzeniami niezaleznymi, to

P(A/B) = P(A), (1.11)
P(B/A) = P(B) (1.12)
P(ANB) = P(A) - P(B). (1.13)

Rownosé (1.13) definiuje niezaleznos$¢ zdarzeri. Dwa zdarzenia A i B
nazywamy niezaleznymi, jesli zajScie jednego z nich nie ma wplywu na prawdo-
podobieristwo zajscia drugiego.
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Przy obliczaniu prawdopodobienstwa sumy zdarzen, nalezy najpierw okresli¢
czy zdarzenia sg wykluczajace si¢ (wylaczajace sie, roztaczne), czy tez nie. Dwa
zdarzenia A i B nazywamy wykluczajacymi sie, jesli zajsScie jednego z nich
wyklucza zajécie drugiego (w tym samym do§wiadczeniu). Spos6b obliczania
prawdopodobieristwa iloczynu zdarzen jest uwarunkowany tym, czy zdarzenia te
sa zalezne, czy niezalezne.

Jakkolwiek aksjomatyczna definicja prawdopodobieristwa podana w 1933 r.
przez A. Kotmogorowa jest poprawna z teoretycznego punktu widzenia, to jest
ona niewygodna w praktycznych zastosowaniach. Nie podaje ona bowiem spo-
sobu obliczania prawdopodobieristwa P(A) dla konkretnych zdarzeri losowych.
W zwiazku z tym stosuje si¢ inne definicje prawdopodobienistwa, np. klasyczna
definicj¢ Laplace’a czy definicj¢ geometryczng. Klasyczna definicja prawdo-
podobienistwa, sformutowana w 1812 r. przez P.S. Laplace’a, brzmi nastepujaco:
jezeli przestrzen zdarzen elementarnych E sklada si¢ z n jednakowo prawdopo-
dobnych zdarzeni, z ktérych k realizuje (sprzyja) zdarzeniu A, to

P(A) = = (1.14)

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na otrzymaniu parzystej liczby oczek
w rzucie kostka do gry, a zdarzenie B — zdarzenie polegajace na otrzymaniu
liczby oczek wigkszej od 4. Przestrzen zdarzen elementarnych E sktada si¢
tu z 6 elementéw (n = 6): E = {ey, ez, €3, €4, €5, €6 }. Zdarzeniu A sprzyjaja
trzy wyniki (k = 3): {ez, €4, ¢}, a zdarzeniu B —2 wyniki (k = 2): {es, es}.
Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobieristwa okreslonej wzorem (1.14),
otrzymujemy

oraz
2
P(B) = = = 0.33(3).

Podczas obliczania prawdopodobiefistw zdarzenn za pomocg klasycznej
definicji prawdopodobienistwa czesto wykorzystuje sie pojecie kombinacji.
Z kombinacjami mamy do czynienia wtedy, gdy tworzymy podzbiory z elementéw
okreslonego zbioru. W kombinacjach tego typu nie jest wazna kolejno$¢ wyste-
pujacych elementéw. Stad tez jest uzywany termin kombinacje bez powtorzen.
Liczba k-elementowych kombinacji bez powtérzen ze zbioru n-elementowego
jest okreS§lona wzorem:

o (1.15)
PR (n— k) '
gdzie symbol n! (n silnia) jest iloczynem kolejnych liczb naturalnych od 1 do n,
tzn.n!=1-2-3....-(n—1)-n. Warto zapamigtac, ze 0! = 1.

Rozwazmy popularna gre w toto-lotka. Do§wiadczenie losowe polega tu
na wykonaniu losowania 6 sposréd 49 liczb. Zdarzeniem losowym jest wynik

18
Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_2fk8_ebook

1.1. Prawdopodobieristwo i jego wlasnosci

losowania. Przestrzen zdarzen elementarnych F sktada si¢ ze wszystkich szescio-
elementowych podzbioréw, jakie mozna utworzy€ z 49 liczb. Jest ich tyle, ile jest
kombinacji bez powtérzen z 49 po 6 elementéw, czyli

49 49
=7 _ —13983816.
(6) 61(49 — 6)!

Zakladamy, ze wszystkie zdarzenia elementarne s jednakowo mozliwe (jedna-
kowo prawdopodobne). Obliczmy prawdopodobieristwa zajScia nastepujacych
zdarzen:
1) A —wylosowanie (trafienie) tréjki,
2) A; —wylosowanie czworki,
3) Az —wylosowanie pigtki,
4) A4 —wylosowanie szostki (najwicksza wygrana).

Z szesciu wylosowanych liczb mozna utworzy¢ (g) réznych tréjek. Do kazdej
z tych tréjek mozna dotaczy¢ dowolng tréjke liczb sposréd pozostatych 43 liczb.

Takich tréjek jest (433), a wiec wszystkich mozliwych kombinacji sprzyjajacych

zdarzeniu A jest ((3’) (433>. Prawdopodobienistwo wygrania trgjki w toto-lotka
jest zatem réwne

P(A)) = w = 0,01765040.

(%)

Prawdopodobienistwa dla pozostalych zdarzen sg rowne:

P(4;) = (?‘)4&;23) = 0,0009686,
6

P(A;) = m = 0,00001845,

(¥)

6
P(Ag) = w = 0,0000000715.

Chociaz klasyczna definicja prawdopodobienistwa jest intuicyjnie zrozumia-
fa, to pod jej adresem formutowany jest zarzut tautologii (btad idem per idem)
polegajacy na uzyciu w definicji stowa definiowanego. Dotyczy on stowa: zda-
rzenie (méwiac o zdarzeniach jednakowo mozliwych, mamy na mysli zdarzenia
jednakowo prawdopodobne). Ponadto klasyczna definicja prawdopodobieristwa
wymaga istnienia skoficzonej liczby elementéw przestrzeni zdarzen elementar-
nych i zbioru zdarzen sprzyjajacych, co nie zawsze jest mozliwe.
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