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Wstep

Rachunek prawdopodobieristwa na Uniwersytecie Ekonomicznym w Krako-
wie jest wyktadany jako przedmiot obowigzkowy na kierunku Informatyka
i Ekonometria oraz na kierunku unikatowym Analityka gospodarcza. Elemen-
ty rachunku prawdopodobiefistwa pojawiaja si¢ rowniez na innych kierunkach
studiow w ramach przedmiotu statystyka matematyczna oraz wnioskowanie sta-
tystyczne, bowiem jednym z gtéwnych zadan rachunku prawdopodobiefistwa jest
wprowadzenie w zagadnienia dotyczace teorii estymacji i weryfikacji hipotez
statystycznych.

Od kilkunastu lat prowadzimy zajecia z rachunku prawdopodobieristwa
na naszej Uczelni. Niestety, mimo dostepnoSci polecanych przez nas wie-
Iu $wietnych pozycji wydawniczych, studenci od lat sygnalizowali brak
podrecznika napisanego jezykiem przystepnym dla studentéw studiéw eko-
nomicznych, prezentujacego teori¢ ilustrowang przykladami, ktére nawia-
zuja do praktyki ekonomicznej. Dostepna literatura jest skierowana przede
wszystkim do studentéw studiow matematycznych i technicznych, stad po-
stuguje sie¢ hermetycznym jezykiem matematyki, natomiast przyktady sa
dalekie od praktycznych zastosowan ekonomicznych. Elementy rachunku
prawdopodobiefistwa mozna spotka¢ réwniez w podrecznikach akademic-
kich dotyczacych statystyki matematycznej, jednak material dotyczacy
rachunku prawdopodobiefistwa w nich zawarty jest zazwyczaj zbyt okrojony,
aby stanowi¢ podstawe dla prowadzenia niezaleznego wyktadu z rachun-
ku prawdopodobieristwa. Sktonifo nas to do podjecia proby wprowadzenia
W sposOb prosty i przystepny poje¢ z rachunku prawdopodobienistwa, ilu-
strujac ich zastosowanie w licznych przyktadach. Zawarto$¢ merytoryczna
tego podrecznika akademickiego jest zgodna z treSciami ksztalcenia za-
wartymi w standardach ksztalcenia na kierunku Informatyka i Ekonometria
oraz standardach ksztalcenia na kierunku Analityka gospodarcza. Podrecz-
nik zawiera réwniez zadania do samodzielnego rozwiazania, co ma stuzy¢
ugruntowaniu zdobytej wiedzy. Na korficu zamieszczono odpowiedzi do
zadafi.

Podrecznik ten moze stuzy¢ studentom réwniez jako przekrojowe repetytorium
z rachunku prawdopodobienstwa, m.in. dla przedmiotu metody aktuarialne.
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Rozdzial 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobienstwo

1.1. Zdarzenia losowe

Rachunek prawdopodobienstwa to dzial matematyki zajmujacy si¢ zdarzeniami,
jakie zachodza, gdy przeprowadzamy do§wiadczenia losowe. Do$wiadczenie
nazywamy losowym, jezeli mozna je powtarza¢ wielokrotnie w tych samych
warunkach, a wyniku do§wiadczenia nie potrafimy z géry przewidziec.

Pierwsze znane zagadnienia z rachunku prawdopodobieristwa dotyczyly gier
hazardowych, w szczegdlnosci gry w koSci. Mimo ze gra znana byla juz w starozyt-
nosci, pierwsze teoretyczne zainteresowanie tg gra przejawiali dopiero matematycy
francuscy Pierre de Fermat i Blaise Pascal w XVII wieku. Podstawowymi poje-
ciami rachunku prawdopodobienstwa sa: przestrzefi zdarzen elementarnych z jej
elementami, do§wiadczenie oraz zdarzenie losowe, prawdopodobierfistwo zajScia
okreSlonego zdarzenia.

Pojeciem pierwotnym, czyli niedefiniowalnym w teorii prawdopodobieni-
stwa, jest zdarzenie elementarne. Intuicyjnie mozemy powiedzieé, ze zdarzenia
elementarne sa to najprostsze wyniki do§wiadczenia losowego czy obserwacji.
Zdarzenia elementarne oznaczamy malg grecka literg w.

Zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z danym do§wiadcze-
niem losowym nazywamy przestrzenig zdarzen elementarnych i oznaczamy
wielka grecka literg 2.

Ze wzgledu na liczbe elementow przestrzenie zdarzefi elementarnych mozna
podzieli¢ na skoniczone, przeliczalne' lub nieprzeliczalne.

Przyklad 1.1.

1) Rzut kostka. Przestrzen zdarzen jest skoficzona i sktada si¢ z 6 zdarzefi elementar-
nych: 2 = {w;, w», w3, wa, ws, ws }, gdzie w; oznacza wyrzucenie i-oczek.

2) Rzut monetg do chwili pojawienia si¢ orfa. 2 = {w;,wa,...,w;,...}, gdzie w;
oznacza, ze dopiero w ¢-tym rzucie wypadt orzet (w pierwszych ¢ — 1 rzutach wypa-

dly reszki). Zdarzenie elementarne w; mozemy zapisac jako ciag | R,R,...R,0 ],
——

i—1

! Mowimy, ze zbidr jest przeliczalny, gdy jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.
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Rozdziat 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobieristwo

w ktérym dopiero po ¢ — 1 reszkach R pojawia si¢ orzel O. Mozliwych wynikéw jest
nieskoriczenie wiele i dadzg si¢ ustawi¢ w ciag, a tzn. Ze jest ich przeliczalnie wiele.

3) Spéznienie (w minutach) studenta na 45-minutowe ¢wiczenia z rachunku prawdo-
podobienistwa. {2 = (0min; 45 min] — nieprzeliczalna przestrzeri zdarzeri elemen-
tarnych.

Jezeli przestrzeni zdarzen elementarnych (2 jest co najwyzej przeliczalna
(skoriczona lub przeliczalna), to kazdy podzbiér (2 nazywamy zdarzeniem
losowym (w skrécie: zdarzeniem).

Zdarzenia losowe oznaczamy wielkimi literami: A, B, C, ... i méwimy, ze
zaszto zdarzenie A, gdy w wyniku do§wiadczenia losowego wybrano w prze-
strzeni {2 element w nalezacy do zbioru A.

Przyklad 1.2. Doswiadczenie losowe polega na rzucie monet3. Przestrzen zdarzen
elementarnych jest zbiorem dwuelementowym ztozonym ze zdarzeri elementarnych po-
legajacych na wypadnieciu orta wo lub reszki wg.

Dla zbioru {2 = {wo,wr} mozemy wyréznié nastepujace zdarzenia losowe:

0 — zdarzenie niemozliwe?,
A=A{wgr} — zdarzenie polegajace na wypadnieciu reszki,
A ={wo} — zdarzenie przeciwne® do A, polegajgce na wypadnigciu orta,

2 ={wo,wr} — zdarzenie pewne*, polegajace na wypadnieciu orta lub reszki.

Przyklad 1.3. Rzucamy dwiema kostkami. Przestrzeni zdarzen (2 ma 36 = Vé = 6
réznych zdarzeni elementarnych: 2 = {(1, 1), (1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)}.
Mozemy wyréznié 23 zdarzefi, bo tyle jest podzbioréw zbioru 36-elementowego.

Jezeli {2 jest zbiorem nieprzeliczalnym, to wéwczas zdarzeniami losowymi sg
tylko te podzbiory, ktdre tworza pewng rodzing podzbioréw nazywang o-cialem.
Rodzing podzbioréw Z przestrzeni {2 nazywamy o-cialem, gdy spelnione sa
nastepujace warunki:
1) €7,
2) Ac Z = A e Z;
3) A, Ay, ... A,,...€EZ=> A UAU...UA,U....€ Z.
Dowolny zbiér nalezacy do Z nazywamy zdarzeniem losowym.
Zdarzenia losowe sa zbiorami, wiec na zdarzeniach wykonuje si¢ analogiczne
dziatania jak na zbiorach i podlegaja one prawom analogicznym do praw rachunku
zbioréw: przemiennosci, facznosci, rozdzielnosci oraz prawom de Morgana.

1.2. Prawdopodobienstwo

Mozemy spotkaé wiele ré6znych definicji prawdopodobiefistwa. Za najwazniejsza
z nich uwazana jest aksjomatyczna definicja Kotmogorowa (oparta na teorii

2 Nie zachodzi ono przy zadnym powtdrzeniu danego dos§wiadczenia.

3 Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A (oznaczamy A’) to zdarzenie skladajace sie z tych
wszystkich zdarzen elementarnych, ktére nie nalezg do zdarzenia A.

4 Zachodzi przy kazdym powtdrzeniu danego do§wiadczenia.

10
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1.2. Prawdopodobieristwo

miary), ktéra zapoczatkowata nowoczesne matematyczne spojrzenie na teori¢
prawdopodobieristwa.

1.2.1. Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

W 1933 roku A. Kotmogorow sformutowat aksjomaty, jakie musi spetniac funkcja,
aby mozna jg byto nazwac prawdopodobienstwem. Kolmogorow nie podaje wprost,
jak liczy¢ prawdopodobienistwa zdarzen, a nawet pozwala prawdopodobienstwa
zdarzen okresla¢ réznie, ale tak by spelnione byly ponizsze trzy warunki.

Niech {2 bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych, a Z zbiorem zdarzen
losowych® na 2.

Prawdopodobienistwem nazywamy funkcje rzeczywista P przyporzadkowu-
jacaVA € Z P: A+ P(A) zgodnie z warunkami:

1) P(A) > 0;

2) P(2)=1,
o0 [e.°]

3) P ( U Ai) = > P(A;) dla zdarzen parami rozlacznych (4; N A; = 0,
i=1 i=1

L 7 J)-

Definicja aksjomatyczna naktada pewne warunki formalne, jakie ma spet-
nia¢ przyporzadkowanie prawdopodobienstw zdarzeniom. Dla danego zdarze-
nia A liczba P(A) wyrazajaca jego prawdopodobieristwo powinna byé dobierana
tak, aby przy niezaleznych powtdrzeniach doSwiadczenia, czesto$¢ wystepowania
tego zdarzenia zblizata si¢ do P(A) przy wzroscie liczby do§wiadczen.

Prawdopodobienstwem zdarzenia A bedziemy nazywali liczbe z przedzia-
tu (0, 1) oznaczong przez P(A) i przyporzadkowang temu zdarzeniu.

Reasumujac, mozna stwierdzi¢, ze z kazdym do§wiadczeniem losowym jest
zwigzana przestrzen probabilistyczna danego doswiadczenia, rozumiana jako
taka tréjka (12, Z, P), ze: 2 # (), Z — o-ciato na {2, P — funkcja prawdopodo-
biefistwa zdefiniowana powyzej. Tréjka ({2, Z, P) stanowi matematyczny opis
tego doSwiadczenia.

Elementarne wlasno$ci prawdopodobienistwa wynikajgce z definicji aksjo-
matyczne;j:
1) P(0) = 0- prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego réwna sie zero;
2) jezeli zdarzenie A pocigga® zdarzenie B (A C B) to

P(A) < P(B);
3y VAeZ 0<P(A) <1,
4) jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B (A C B) to

P(B—-A)=P(B)— P(A),

5 Z o ciato okreslone na 2.
6 Moéwimy, ze zdarzenie A pocigga zdarzenie B, gdy z zajscia zdarzenia A wynika zajscie
zdarzenia B.

11
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Rozdziat 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobieristwo

5) jezeli zdarzenia losowe A, A», ..., A, sa parami roziaczne to
P(AjUAyU...UA,) = P(A)) + P(4) + -+ P(A,);
6) suma prawdopodobieristw zdarzen przeciwnych réwna si¢ jednosci:
P(A)+ P4 =1;

7) prawdopodobienistwo alternatywy dwdéch dowolnych zdarzen jest réwne sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen pomniejszonej o prawdopodobieristwo ich
koniunkcji:

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B);

Prawdopodobieristwo alternatywy trzech dowolnych zdarzer liczymy nastepujaco:

P(AUBUC) =
= P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

1.2.2. Inne definicje prawdopodobienstwa

Klasyczng ,,definicje”” prawdopodobienistwa podal po raz pierwszy P.S. de La-
place w roku 1812. Definicja klasyczna pozwala oblicza¢ prawdopodobieristwo
w prostych przypadkach, gdy przestrzen zdarzeri elementarnych {2 jest skonczo-
na, a wszystkie zdarzenia elementarne jednakowo prawdopodobne. W praktyce
czesto spotykamy si¢ z zagadnieniami, gdzie wszystkie zdarzenia elementarne sg
jednakowo prawdopodobne i wéwczas prawdopodobieristwo dowolnego zdarze-
nia A mozna wyrazi¢ wzorem:

gdzie: A—moc zbioru A, {2 —liczba wszystkich zdarzen elementarnych.

Przyktad 1.4. Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze — losujac z talii 52 kart jedna kar-
te — wylosujemy asa lub karo?
Rozwiazanie

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu asa, a K zdarzenie polegajace na
wylosowaniu karo. Wéwczas A U K jest zdarzeniem polegajacym na wylosowaniu asa
lub karo. Korzystajac z definicji klasycznej oraz wlasnosci 7 — dotyczacej sumy dwéch
dowolnych zdarzen losowych, otrzymujemy:

4 13 1 4

P(AuK):P(A)+P(K)—P(AmK):§+§—§=E.

Prawdopodobieristwo wylosowania asa lub karo wynosi %.

Podsumujmy wspomniane wcze$niej wady klasycznej definicji prawdopodo-
bienistwa: przestrzen zdarzen elementarnych (2 musi by¢ skoniczona, a wszystkie
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1.3. Prawdopodobieristwo warunkowe i niezaleznos¢ zdarzen

zdarzenia elementarne jednakowo prawdopodobne. Zauwazmy réwniez pewna nie-
konsekwencje, polegajacg na uzyciu w definicji sfowa definiowanego — w definicji
prawdopodobieristwa zdarzenia elementarne maja by¢ jednakowo prawdopodobne.

Geometryczna definicja prawdopodobiefistwa wymaga znajomosci miary
zbioréw, ktérymi si¢ postuguje.

Przyklad 1.5. W koto o promieniu r wpisano kwadrat. We wnetrzu kota pojawia si¢
losowo punkt. Oblicz prawdopodobiefistwo, ze punkt pojawi si¢ we wnetrzu kwadratu.
Rozwiazanie

Niech:

(2 — przestrzeti wynikéw — punkt w kole o promieniu r,

A - zdarzenie polegajace na tym, Ze losowo wybrany punkt pojawi si¢ we wnetrzu
kwadratu.

Zauwazmy, ze bok kwadratu wpisanego w koto o promieniu 7 wynosi v/2r. Wéw-
czas:
2
_ pole zbioru A (\/57“)
~ pole zbioru 2 mr?

2
= — = 0,64.
o

P(A)

U podstaw czestoSciowej definicji prawdopodobienistwa lezy pojecie liczeb-
nosci wzglednej, czyli czestosci, ktorg obliczamy jako iloraz liczby doswiadczen,
w ktérych zrealizowato si¢ zdarzenie losowe i liczby wykonanych do§wiadczeri.
Definicja czestosciowa jest szczegdlnie uzyteczna w praktyce, kiedy obserwuje-
my, ze czestosci wystepowania zdarzent losowych w dtugich seriach do§wiadczen
sg obdarzone pewna regularnoscia. Jezeli warunki, w ktérych jest realizowane
doswiadczenie, pozostaja niezmienione, to czestoS¢ mozna wykorzystaé jako
oceng prawdopodobieristwa P(A), a przyblizenie to jest tym lepsze, im wieksza
jest liczba wykonanych do§wiadczeni. Przyjmuje si¢ wiec, ze prawdopodobieni-
stwo jest teoretycznym odpowiednikiem pojecia czestosci. Na przyktad, poniewaz
czestos$¢ urodzin dziewczynki wynosi w przyblizeniu 0,483, przyjmujemy, ze
prawdopodobiefistwo urodzenia dziewczynki jest w przyblizeniu réwne 0,483.

1.3. Prawdopodobienstwo warunkowe i niezaleznos$¢ zdarzen

Niech A, B bedg zdarzeniami losowymi okre§lonymi na tej samej przestrzeni
zdarzeni elementarnych (2, przy czym P (B) > 0.

Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszlo
zdarzenie B, nazywamy liczb¢ P (A|B) okreslong nastepujaco:

P(AN B)

P(AIB) = =55

(1.1)
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Rozdziat 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobieristwo

Z wzoru na prawdopodobieristwo warunkowe wynika wzér na prawdopodo-
bienistwo koniunkcji dwéch dowolnych zdarzen A, B:

P(AnB)= P(B)P(A|B), gdzie zaktadamy, ze P(B) > 0,
lub analogicznie: (1.2)
P(ANB)=P(A)P(BJA), gdzie zakladamy, ze P(A) > 0.

Przyklad 1.6. W urnie znajduja si¢ 3 kule biale i 4 czarne. Jakie jest prawdopodobien-

stwo wylosowania dwoch kul biatych, przy zatozeniu ze losujemy z urny dwa razy i po

pierwszym losowaniu kula nie zostaje zwrécona do urny?

Rozwiazanie

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biatej w pierwszym losowaniu,

B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biatej w drugim losowaniu.
Korzystajac z wzoru na koniunkcje dwéch dowolnych zdarzen (1.2), otrzymujemy:

P(By N B,) = P(B,)P(B,|By) =

| W
NN

Dwa zdarzenia losowe A, B nazywamy zdarzeniami niezaleznymi, gdy:
P(ANB) = P(A)P(B). (1.3)

TwierpzENIE 1.1. Przy zalozeniu, ze P(A) > 0, P(B) > 0, warunek P(A|B) =
= P(A)i P(B|A) = P(B) jest warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na
to, aby zdarzenia A, B byly niezalezne.

Przyktad 1.7. Prawdopodobieristwo wygrania w jednej loterii wynosi 0,3. Prawdopo-
dobieristwo wygrania w drugiej loterii wynosi 0,2. Ile wynosi prawdopodobienstwo
wygrania w obu loteriach?

Rozwiazanie

Niech A; oznacza zdarzenie losowe polegajace na wygraniu w i-tej loterii (¢ = 1,2).
Poniewaz zdarzenia A; i A, sa niezalezne, ze wzoru (1.3) otrzymujemy:

P(A1 n Az) = P(Al)P(Az) = 0,06.

Przyklad 1.8. SprawdZzmy, czy w jednokrotnym rzucie kostkg zdarzenia A, B sa nieza-
lezne, gdzie:

A - oznacza zdarzenie polegajace na wyrzuceniu liczby oczek nie wigkszej od 2,

B — oznacza zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczy oczek.

14
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1.4. Prawdopodobieristwo catkowite i twierdzenie Bayesa

Rozwiazanie

Niech 2 = {w;,ws,ws,ws, ws,ws}, gdzie w; —zdarzenie elementarne polegajace na
wypadnigciu ¢ oczek. Wéwczas:

1
A ={wi,wa}, czyli P(A) = 3
1
B = {wy,ws,we}, czyli P(B)= >
1
ANB = {wz}ﬁP(AﬂB) — c :P(A)P(B),

Zdarzenia A i B sg niezalezne.

W przypadku wigkszej liczby zdarzen losowych sytuacja jest bardziej ztozona,
gdyz rozr6zniamy dwa rodzaje niezaleznosci: niezaleznos$¢ zespotows i niezalez-
no$¢ parami. Méwimy, ze zdarzenia Aj, Ay, ..., Ay s3 niezalezne (zespolowo
lub wzajemnie niezalezne), gdy prawdopodobiefistwo tacznego zajscia dowol-
nych m réznych zdarzefi jest réwne iloczynowi prawdopodobieristw tych zdarzef,
dla kazdego m < k. Natomiast zdarzenia losowe A;, A,, ..., Ay s3 niezalezne
parami, gdy:

Z tego wynika, ze trzy zdarzenia losowe A, A;, A3 sg niezalezne (zespotowo), gdy
spetnione s nastgpujace warunki: P(A; N Ay N A3) = P(A;)P(A2)P(A3z) oraz

P(AlmAg) :P(Al)P(Az), P(Al ﬂA3) :P(Al)P(A3),
P(A2 N A3) = P(Az)P(Ag)

Zauwazmy, ze z niezaleznosci zespolowej wynika niezalezno$¢ parami.
Zwr6émy réwniez uwage na to, ze wykluczanie’ i niezaleznosé to sg dwa
rézne pojecia®.

1.4. Prawdopodobienstwo catkowite i twierdzenie Bayesa

Moéwimy, ze zdarzenia losowe Aj, As, ..., Ay tworzg uklad zupelny (catkowity)
zdarzen, gdy:

— parami si¢ wykluczaja: Vi # j A, N A; =0,

— ich suma jest zdarzeniem pewnym: A; U ... U Ay = (2.

TWIERDZENIE 1.2 (O PRAWDOPODOBIENSTWIE CALKOWITYM). Niech B be-
dzie dowolnym zdarzeniem losowym okres§lonym na przestrzeni zdarzen (2,

7 Zdarzenia Ai B wykluczajg sig, jezeli A N B = (0, czyli dla zdarzenn wykluczajacych sie
zachodzi P(AU B) = P(A) + P(B).

8 Zauwazmy, ze zdarzenia wykluczajace si¢ A, B mogg by¢ niezalezne (gdy P(A) = 0 lub
P(B) = 0) lub zalezne (gdy P(A) > 0i P(B) > 0). Natomiast zdarzenia niezalezne A, B moga
sie wykluczaé (np. gdy A = () lub mie¢ niepustg cze$¢ wspdlng (patrz: przyktad 1.8).
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Rozdziat 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobieristwo

Ay, Ay, ..., A —takimi zdarzeniami losowymi okre§lonymi na przestrzeni zda-
rzefi 2 tworzacymi uklad zupetny zdarzen, ze: Vi € {1,...,k} P(A;) > 0,to
woéwcezas prawdopodobieristwo zdarzenia B wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(A2) + -+ - + P(B|Ar) P(Ag). (1.4)
Wzér (1.4) jest nazywany wzorem na prawdopodobiernistwo catkowite.

Twierdzenie o prawdopodobieristwie catkowitym (zupetnym) jest czesto
ilustrowane za pomocg tzw. drzew stochastycznych (rys. 1.1).

TwIERDZENIE 1.3 (TWIERDZENIE BAYESA). Jezeli zdarzenia Ay, Ay, ..., Ag
tworzg uktad zupelny zdarzeri oraz P(B) > 0, to prawdopodobieristwa warunko-
we P(A,|B) (r =1,..., k) wyrazajg si¢ wzorami:
BlA)P(A,)  P(BIA)P(A,)
P(B)

P4, = 2 (15)

> P(BlA)P(4)

Wz6r (1.5) nazywamy wzorem Bayesa. Pozwala on wyznaczy¢ prawdopodobien-
stwo zajécia jednego ze zdarzen, np. A, (r = 1,..., k), jesli zaszto zdarzenie B.

Prawdopodobienstwo P(A,|B) nazywamy prawdopodobieristwem a poste-
riori (,,po fakcie” lub ,,w nastepstwie faktu™), gdyz opisuje prawdopodobienistwo
zrealizowania si¢ zdarzenia A, dopiero po wystgpieniu zdarzenia B, a prawdopo-
dobienistwa P(A,) nazywamy prawdopodobieristwami a priori (,,z gory”).

Twierdzenie Bayesa stosujemy gléwnie wtedy, gdy znamy wynik do§wiad-
czenia i pytamy o jego przebieg.

P(A) P(A) P(Ag)
Ay A Ay
P(B/A)) P(B/A) P(B/Ak)
B B’ B B’ B B’

Rysunek 1.1. Drzewo stochastyczne

Przyklad 1.9. Agencja nieruchomosci ,,Méj dom” chce sprzeda¢ nieruchomos¢. Sza-
cuje, ze nieruchomo$¢ ta zostanie sprzedana w ciggu p6t roku z prawdopodobien-
stwem 0,8, jezeli banki ztagodza warunki przyznawania kredytéw, oraz z prawdopodo-
biefistwem 0,3, jezeli dotychczasowa polityka kredytowa bankéw nie ulegnie zmianie.
Ekonomisci twierdza, ze jest 40 % szans na zmiang polityki kredytowej bankéw w naj-
blizszym péiroczu. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze nieruchomos$¢ zostanie sprzedana
w ciagu tego okresu?
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1.5. Zadania do samodzielnego rozwiqzania

Rozwiazanie

Oznaczmy:

R - zdarzenie losowe polegajace na ztagodzeniu polityki kredytowej bankow,

S — zdarzenie losowe polegajace na sprzedaniu nieruchomosci w ciggu pét roku.
Zdarzenia Ri R’ tworzg uktad zupetny zdarzen. Prawdopodobieristwo, ze nieruchomosé
zostanie sprzedana w ciggu tego okresu, liczymy z wzoru (1.4):

P(S) = P(S|R)P(R) + P(S|R')P(R')=0,8-0,4+0,3-0,6 =0,5.
Prawdopodobieristwo, ze nieruchomos$¢ zostanie sprzedana w ciggu p6t roku wynosi 0,5.

Przyklad 1.10. Zauwazono, Ze jedna na 1000 oséb zapada na ,,dziwng” infekcje wiru-
sowa X . Lekarze dysponuja testem rozpoznajacym ten wirus w organizmie z prawdopo-
dobieristwem 0,99. W pozostalych przypadkach wirus nie zostaje rozpoznany.

Z drugiej strony, zdarza si¢ z prawdopodobieristwem 0,002, ze test ten daje falszywy
wynik pozytywny, czyli ,,wykryje” wirus w organizmie, w ktérym nie wystepuje. Test
dat wynik pozytywny. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze osoba, u ktérej test dat wynik
pozytywny, jest rzeczywiScie zarazona wirusem?

Rozwigzanie

WprowadZmy oznaczenia:

I — zdarzenie losowe polegajace na zachorowaniu na infekcje wirusowg typu X,

W — zdarzenie losowe polegajace na wykryciu wirusa w organizmie przez test (co jest
réwnowazne temu, ze test dal wynik pozytywny).

Prawdopodobieristwo P (I|W), ze osoba, u ktérej test dal wynik pozytywny, jest rzeczy-
wiscie chora, obliczamy z wzoru Bayesa (1.5):

PWINHPI) _ PWII)P(I)

PUW) = ="5ar) — = BWIDP() + POV )P

Wiadomo, ze P(I) = 0,001. Wykrycie wirusa w organizmie przez ten test wcale nie
musi oznaczaé, ze wirus jest w organizmie. Prawdopodobieristwo, ze test wykryl wirus
u osoby chorej na tg infekcje wynosi P(W|I) = 0,99. Z kolei u osoby niezainfekowanej
prawdopodobieristwo, ze test da fatszywy wynik pozytywny, wynosi: P(W|I’) = 0,002.
Podstawiajac do wzoru, otrzymujemy:
0,99 - 0,001

PI|W) = —0,33.
(w) 0,99 - 0,001 + 0,002 -0,999

Prawdopodobieristwo, ze osoba, u ktérej test dal wynik pozytywny, jest rzeczywiscie za-
razona wirusem, wynosi 0,33. Oznacza to, Ze zaledwie !/; 0s6b z pozytywnym wynikiem
testu jest rzeczywiscie zainfekowana.

1.5. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1.1. Wykaza¢, ze dla n-elementowej przestrzeni zdarzen elementarnych (2
mozemy wyrézni¢ 2™ zdarzen losowych.

1.2. Prawdopodobieristwo, ze do konsumenta dotrze reklama telewizyjna pew-
nego produktu, wynosi 0,1, natomiast prawdopodobiefistwo, ze zauwazy on
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Rozdziat 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobieristwo

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

18

billboard reklamowy na ulicy, 0,2. Oba te zdarzenia uwazamy za niezalez-
ne. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze do konsumenta dotrze przynajmnie;j
jedna forma reklamy?
Prawdopodobienistwo, ze w najblizszym miesigcu zdrozeje bawelna, wy-
nosi 0,5, a prawdopodobienistwo, ze zdrozeje zboze, wynosi 0,2. Wiadomo
ponadto, ze w 10% przypadkéw obie ceny — bawetny i zboza —ida w gore.
Czy ceny bawetny i zboza sg niezalezne?
Badajac wyniki spisu powszechnego analitycy GUS stwierdzili nieprawi-
dlowosci w 10 % wszystkich ankiet. Nieprawidtowosci takie moga powstacé
wskutek pomytki lub celowego dziatania. Jezeli wiadomo, ze prawdopo-
dobiefistwo pojawienia si¢ nieprawidtowosci na skutek niezamierzonej
pomyiki jest réwne 0,05, to jaki procent ankietowanych celowo sfatszowat
swoje dane?
Pisarz chce, aby korekta jego ksiazki dotarta do wydawnictwa najp6Zniej do
jutra do godziny 8:00 rano. Zeby zwigkszy¢ szanse dotarcia ksigzki na czas,
przekazat trzy egzemplarze korekty, korzystajac z ustug trzech firm §wiad-
czacych ustugi kurierskie. Pierwsza firma jest znana z tego, ze wywiazuje
si¢ z dostarczania przesytek na czas w 90%, druga w 88%, a trzecia w 91%
przypadkow. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze przynajmniej jeden egzem-
plarz korekty jego ksiazki dotrze do wydawnictwa w wymaganym czasie?
Rzucono dwiema kostkami do gry. Czy zdarzenie ,,wyrzucenie liczby
oczek, ktérych iloczyn jest podzielny przez 37, oraz ,,wyrzucenie liczby
oczek, ktérych suma jest parzysta”, sg zdarzeniami niezaleznymi?
Firma stara si¢ o kontrakt w dwdch spétkach A i B. Dyrektor firmy szacuje
prawdopodobiefistwo zawarcia kontraktu ze sp6tka A na 0,40. Uwaza tez,
ze gdyby firma zawarla kontrakt ze spotka A, to szansa zawarcia kontraktu
ze spotka B wynositaby, az 95 %. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze firma
zawrze oba kontrakty?
Wykazad, ze jezeli dwa zdarzenia A i B sg niezalezne, to wtedy niezalezne
sg zdarzenia im przeciwne: A’ i B’.
Badanie w 800 firmach branzy spozywczej pokazato, ze 40% firm prze-
prowadza analiz¢ skutecznoSci promocji, 60% firm dokonuje analizy wize-
runku firmy na rynku, a 30% firm prowadzi oba rodzaje analiz. Okre§lamy
zdarzenia losowe A i B nastgpujaco: A — firma analizuje skutecznosé pro-
mocji, B — firma dokonuje analizy wizerunku firmy na rynku. Podac naste-
pujace prawdopodobienstwa: P(A), P(B), P(AUB), P(ANB), P(A|B).
Niech 2 = {wj,ws,w3,ws} bedzie przestrzenig zdarzen elementar-
nych pewnego do§wiadczenia. Zakladajac, ze zdarzenia jednoelementowe
sg jednakowo prawdopodobne, zbadaé, czy zdarzenia A = {w;,ws},
B = {w27w4}, C = {w3,uJ4} S4q:

— niezalezne parami,

— niezalezne (zespolowo).
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1.5. Zadania do samodzielnego rozwiqzania

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

Z przeprowadzonych badafi wynika, ze 80% kobiet i 45% mezczyzn oglada
w telewizji programy typu ,,reality show”. Z grupy ztozonej z 1500 kobiet
i 2000 mezczyzn wybrano losowo jedna osobe.
a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wybrana osoba oglada programy
typu ,,reality show”?
b) Okazalo sie, ze wylosowana osoba oglada programy typu ,,reality
show”. Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze jest to mezczyzna?
Asystent prowadzacy ¢wiczenia z rachunku prawdopodobienstwa wie z do-
$wiadczenia, ze prawdopodobieristwo uzyskania zaliczenia przez studenta
pracujacego systematycznie na ¢wiczeniach jest réwne 0,9, podczas gdy
dla niesystematycznego studenta wynosi 0,15. Wiadomo, ze 70% studen-
tow w grupie pracuje systematycznie.
a) Jaki procent studentéw otrzyma zaliczenie?
b) Po sesji spotykamy studenta, ktéry uzyskat zaliczenie. Jakie jest praw-
dopodobiernistwo, ze pracowatl systematycznie?
Wysytany jest sygnat binarny O lub 1. Prawdopodobieristwo wystania sy-
gnatu O wynosi 0,4, natomiast sygnatu 1 wynosi 0,6. Prawdopodobieristwa
znieksztalcenia sygnatéw wynoszg odpowiednio: dla sygnatu O prawdo-
podobieristwo 0,02, dla sygnatu 1 prawdopodobieristwo 0,01. Wiadomo,
ze sygnal zostal znieksztatcony. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze byt to
sygnat 0?7
Wiadomo, ze 65% mezczyzn i 50% kobiet nie zdaje egzaminu na prawo
jazdy za pierwszym razem. Wybrana losowo osoba nie zdata egzaminu.
Zaktadajac, ze zdajacych mezczyzn bylo trzy razy wiecej niz kobiet,
obliczy¢ prawdopodobiefistwo tego, ze wybrang osobg jest kobieta.
Firma ochrony mienia ,,Spokdj” zainstalowata w domu pana Karola insta-
lacje alarmowa potaczong z siedziba firmy. Przy probie wlamania alarm
ten zadziata w 95% przypadkéw. Moze si¢ jednak zdarzy¢€ i tak, ze alarm
wlaczy si¢ wtedy, gdy nie ma zadnego zagrozenia. Prawdopodobieristwo
takiego fatszywego alarmu jest male i wynosi 0,02. Biorac pod uwage
poziom zamozno$ci pana Karola oraz lokalizacj¢ jego domu, prawdopodo-
biefistwo wlamania oszacowano na 0,004. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze gdy wlaczy si¢ alarm, naprawdg istnieje zagrozenie?
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Rozdziat 2. Zmienna losowa jednowymiarowa

2.1. Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Elementarne wyniki do§wiadczeri losowych czesto nie sg liczbami. Na przy-
ktad w jednokrotnym rzucie moneta otrzymujemy orta lub reszke. Zdarzeniom
elementarnym mozna jednak zawsze przyporzadkowa¢ liczby i zazwyczaj takie
przyporzadkowanie ma sens merytoryczny.

W celu ujednolicenia rozwazan dotyczacych réznych przestrzeni zdarzen
elementarnych dokonuje si¢ przeksztalcenia przestrzeni {2 w zbidr liczb rzeczy-
wistych IR i zamiast analizowa¢ zdarzenia elementarne o réznych interpretacjach
praktycznych, odwzorowujemy je na liczby i zyskujemy mozliwo$¢ liczbowego
opisu w przypadku dowolnej przestrzeni zdarzen elementarnych.

Niech ({2, Z, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng.

Funkcje X odwzorowujacg {2 w R nazywamy zmienng losowa, gdy dla
kazdego x € R zbidr {w € 2: X (w) < z} € Z (czyli jest zdarzeniem losowym).

W przypadku, gdy przestrzen zdarzen elementarnych (2 jest co najwyzej
przeliczalna, kazda funkcja X: {2 — R jest zmienng losowa.

Warto$¢ zmiennej losowej dla konkretnego zdarzenia elementarnego zazwy-
czaj nazywa si¢ jej realizacja. Zmienne losowe oznaczamy duzymi literami z korica
alfabetu taciniskiego X, Y, Z itp., natomiast ich wartosci (realizacje) matymi
literami x, y, 2 itp.

Pojecie zmiennej losowej jest kluczowym pojeciem rachunku prawdopodo-
biefistwa przede wszystkim dlatego, ze pozwala przejs¢ od modelu probabilistycz-
nego ({2, Z, P) do typowych poje¢ matematycznych, jakimi sg liczby i funkcje.

Przyklad 2.1. Zorganizowano loteri¢. W loterii wypuszczono 5 loséw ponumerowanych
od 1 do 5. Na los z numerem 1 pada gléwna wygrana 10 zi, na losy z numerami 2, 3
wygrana jest po 1 zl, a wyciagniecie pozostalych loséw oznacza, ze musimy zaptacié
po 2 zl. Zalézmy, ze wyciagniecie kazdego z loséw jest jednakowo prawdopodobne.
Do$wiadczenie polega na wyciagnieciu jednego losu.

Przestrzen zdarzeri elementarnych jest postaci: 2 = {wi,ws,ws, ws, ws }, gdzie w;
oznacza zdarzenie elementarne polegajace na wylosowaniu losu o numerze i. Przestrzen
zdarzen elementarnych jest skoriczona, wigc kazdy podzbiér {2 jest zdarzeniem loso-
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