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Wstep

Niniejszy skrypt przeznaczony jest przede wszystkim dla studentéw kierunkéw
ekonomicznych oraz matematycznych, gdzie realizowany jest przedmiot ekonomia
matematyczna. Omawiane w ksigzce zagadnienia oraz ich uktad odpowiadaja
programowi zajec¢ z ekonomii matematycznej prowadzonych na Uniwersytecie
Mikotaja Kopernika w Toruniu. Zagadnienia te zostaly podzielone na cztery
podstawowe grupy tematyczne, ktérym odpowiadaja poszczegdlne rozdziaty
niniejszego skryptu:

1) teoria popytu konsumenta,

2) model réwnowagi rynkowej Arrowa—Hurwicza,

3) funkcja produkcji wraz z teorig przedsigbiorstwa,

4) dynamiczne modele proceséw ekonomicznych.

Intencja autoréw bylo stworzenie pomocy dydaktycznej do prowadzenia ¢wi-
czen, stad gléwny nacisk potozony zostat na cze$¢ praktyczna, czyli rozwigzywanie
zadan. Niemniej jednak kazdy rozdzial rozpoczyna zwigzte wprowadzenie teo-
retyczne, ktérego celem jest zaprezentowanie podstawowych pojeé, twierdzen
i wlasnosci niezbednych do zrozumienia danego zakresu materiatu. Ambicjg auto-
réw nie byfo napisanie podrecznika z zakresu teorii, stad w trakcie opracowywania
tej czesci skryptu autorzy korzystali z pozycji ksigzkowych dostepnych juz narynku
wydawniczym. W zakresie pierwszych trzech rozdzialéw szczegdélnie pomocne by-
ty prace: E. Panek Ekonomia matematyczna oraz A. Mas-Colell, M.D. Whinston,
J.R. Green Microeconomic Theory, natomiast w zakresie rozdziatu czwartego —
A.C. Chiang Podstawy ekonomii matematycznej, A. Ostoja-Ostaszewski Ma-
tematyka w ekonomii, modele i metody oraz H. Zawadzki Chaotyczne systemy
dynamiczne.

W dalszej czesci kazdego z rozdzialéw prezentowane sg przyktadowe, naj-
bardziej reprezentatywne zadania wraz z ich rozwigzaniami. Kazdy rozdziat
zakoriczony jest zestawem zadan do samodzielnego rozwigzania, ktére pozwalajg
na lepsze zrozumienie oraz opanowanie materialu. Zadania, w ktérych wykorzy-
stano bardziej zaawansowany aparat matematyczny lub wymagana jest znajomos§¢
pakietu Maple, przeznaczone sg gtéwnie dla studentéw matematyki i oznaczone
zostaly gwiazdka. W celu utatwienia korzystania z niniejszej ksigzki na jej koricu
znajduja sie odpowiedzi do zadan.
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Wstep

Prezentowane zadania sg oparte na pomystach wtasnych autoréw lub pochodza
z innych publikacji, np. E. Panek (red.) Podstawy ekonomii matematycznej oraz
H. Zawadzki (red.) Zbior zadan z ekonomii matematycznej.

Autorzy ksiazki przyjeli zatozenie, ze czytelnikowi znane sg podstawowe
zagadnienia z zakresu analizy matematycznej i algebry liniowej. W przypadku,
gdy korzysta si¢ z bardziej zaawansowanego aparatu matematycznego, nastepuje
odwotanie do wlasciwego materiatu Zrédtowego.

Do skryptu dotaczono wykaz stosowanych symboli matematycznych, indeks
poje¢ oraz dodatek matematyczny. W pierwszej czesci dodatku matematycznego
zawarto wykaz wybranych definicji i twierdzen z zakresu matematyki wyzszej.
Z zalozenia nie jest to sp6jny wyklad, lecz przypomnienie poje¢ przydatnych do
lepszego zrozumienia prezentowanego w skrypcie materiatu. W dwoch kolejnych
czeSciach dodatku przedstawiono liniowe réwnania réznicowe oraz rézniczkowe,
ze szczegblnym naciskiem na metody ich rozwigzywania.

Autorzy pragng serdecznie podzigkowaé Prof. dr hab. J6zefowi Stawickiemu
za wydatng i zyczliwg pomoc w napisaniu niniejszego skryptu oraz Dr hab.
Krzysztofowi Maladze, prof. nadzw. UEP, za wnikliwa recenzje, ktéra znaczaco
poprawila jako$¢ przygotowywanej publikacji.

Autorzy wyrazaja nadzieje, ze prezentowany skrypt bedzie stanowil przydatng
pomoc dydaktyczng w nauczaniu ekonomii matematyczne;j.
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Wykaz symboli matematycznych
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koniunkcja logiczna

alternatywa logiczna

negacja logiczna

implikacja

réwnowazno$¢

kwantyfikator ogdlny —,,dla kazdego”
kwantyfikator szczegétowy — ,.istnieje”
kwantyfikator — ,istnieje doktadnie jeden”
,»A jest podzbiorem wtasciwym B”

,»A jest podzbiorem B” (A C Blub A = B)
iloczyn kartezjariski zbioréw A i B

wnetrze zbioru A

zbidr liczb rzeczywistych

zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych
n-wymiarowa rzeczywista przestrzern wektorowa
n-wymiarowy wektor (T € R™)

wektor [0,0, ..., 0]

{TeR":2;, >20dlai=1,2,...,n}
uporzadkowana para wektoréw T i y

iloczyn skalarny wektoréow T i

czesSciowy porzadek w R™ (x; > y; dlai =1,2,...,n)

ostry czesciowy porzadek w R™

(x; >y;dlai =1,2,...,n)

T jest rézne od 7 (istnieje takie i, ze x; # y;)
relacja stabej preferencji

relacja silnej preferencji

relacja indyferencji
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Rozdzial 1. Teoria popytu

1.1. Preferencje konsumenta

Konsument wyraza swoje preferencje w wyniku poréwnania migdzy sobg po-
jedynczych towaréw lub ich koszykéw. Poréwnujac dwa koszyki towaréw,
moze stwierdzié, Ze sa one jednakowo dobre lub tez Ze jeden z nich jest lep-
szy od drugiego. Koszyk towar6w mozna opisa¢ n-wymiarowym wektorem
T = [x1,22,. .., 2], wktérym liczby ; oznaczajg ilos¢ jednostek' i-tego towaru
(i =1,...,n). Koszyki towaréw tworza przestrzen towaréw — zbiér X C R7,
gdzie przez R rozumiemy zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych.

Do okreslenia relacji preferencji konsumenta uzywac bedziemy symbolu ,,>=”

VAU

zapis T 77 J bedzie oznaczad, ze koszyk towaréw 7 jest nie gorszy niz koszyk .

DEFINICIA 1.1.

Relacje¢ ,,22” okreslong na przestrzeni towaréw nazywamy relacjg stabej
preferencji, jesli spetnia warunki:

R(1) Vz5.2ex (TZYNYZZ) =T Z (przechodniosc),

R(2) Vzgex TZYVYZT (zupetnosc).

Zauwazmy, ze warunek zupeltnosci daje konsumentowi mozliwo$¢ poréwnania
kazdych dwéch koszykéw towardw.

DEFINICIA 1.2,
Pare (X, ), gdzie X C R} jest przestrzenig towaréw, a ,,2” relacja stabej

Mo

preferencji konsumenta w X, nazywamy polem preferencji konsumenta.

Na podstawie pojecia stabej preferencji okre§lmy relacj¢ indyferencji i silnej
preferenciji.

DEFINICIA 1.3,
Koszyki towaréw Z, 7 nazywamy indyferentnymi (ozn. T ~ 7)), jeSli T =
i jednoczesnie y 7~ .

! Wielkosci te nie musza by¢ calkowite.

10
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1.1. Preferencje konsumenta

Indyferencja dwoch koszykow oznacza, ze koszyki te sg dla konsumenta
jednakowo dobre.

DEFINICIA 1.4,

Niech 7 € X. Zbiér Kz = {7 : 7§ € X AT ~ 7} (tzn. zbidr koszykéw
indyferentnych z koszykiem Z) nazywamy obszarem (powierzchnia) obo-
jetnosci w przestrzeni towar6w?.

DEFINICIA 1.5.
Koszyk T nazywamy silnie preferowanym nad koszyk i (ozn. T > %), jesli
TZYyA-(yZT).

Relacje stabej preferencji, indyferencji oraz silnej preferencji maja nastepujace
wlasnoSci:
P(1) ,,~” jest relacja réwnowaznosci>,
PQ2) Vagzex TZYANG>Z)=>T>7Z,
P(3) Vagex TZYS (T>YVT~T),
P(4) Vg@eX T>=yYyVvVy=zTVIT~TY.

Relacje preferencji moga réwniez mie¢ dodatkowe wtasnosci. Sposréd nich
wyréznijmy ciagtos¢ i wypuktosé.

DEFINICIA 1.6.
Relacje silnej preferencji nazywamy ciaglg na X, jesli zbior

G={zy:7>7}

jest otwarty* w X x X.

Ciagtos¢ relacji oznacza, ze warunkiem koniecznym (cho¢ niewystarczajacym)
do tego, aby konsument przestat uwazac jeden koszyk za lepszy od drugiego, s
,.dostatecznie duze” zmiany zawartosci tych koszykéw.

DEriNICIA 1.7.

Relacje preferenciji ,,>~” okreslong na zbiorze wypuktym’ nazywamy wy-
pukla, jesli dla dowolnych koszykéw towaréw T 2~ 7 i dowolnej liczby
0 < A < 1 koszyk towaréw z bedacy kombinacja liniowa koszykéw Z iy (tzn.

Z = XT+(1—\)7y) jest co najmniej tak preferowany, jak koszyk 7 (tzn. Z 7~ 7).
Pojecie wypuktosci relacji umozliwia zdefiniowanie pojecia wypuklego pola

preferenciji.

2 W przypadku n = 2 zbiér Kz nazywamy krzywa obojetnosci.
3 Por. definicja 1 w dodatku matematycznym.

* Por. definicja 6 w dodatku matematycznym.

3 Por. definicja 11 w dodatku matematycznym.

11
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Rozdziat 1. Teoria popytu

DEFiNICIA 1.8.

Pole preferencji (X, 7~) nazywamy stabo wypuklym, jezeli:
— przestrzeni towaréw X jest zbiorem wypuklym,

— relacja preferencji ,,2=” jest wypukta.

M~

DEFINICIA 1.9.
Relacje preferencji ,,7~”” okreslong na zbiorze wypuklym nazywamy silnie

wypukla, jesli dla dowolnych koszykéw towaréw Z 2~ 4, T # 7 i dowolnej
liczby 0 < A < 1 koszyk Z = AT + (1 — A\)y spetnia warunek z > 7.

Oznacza to, ze dla konsumenta kierujacego si¢ silnie wypukla relacja prefe-
rencji uznanie koszyka T za nie gorszy od innego koszyka ¥ jest réwnoznaczne
z tym, ze kazda kombinacja liniowa koszykow T i 7 jest lepsza od koszyka 3.

DEFINICIA 1.10.

Pole preferencji (X, 7~) nazywamy silnie wypuklym, jezeli:
— przestrzeni towaréw X jest zbiorem wypuklym,

— relacja preferencji ,,~~" jest silnie wypukta.

M~y

Kazdy konsument, opierajac si¢ na relacji preferencji, podejmuje decyzje
o zakupach w celu wyboru koszyka subiektywnie najlepszego (preferowanego).
Aby formalnie zdefiniowa¢ pojecie ,.koszyka preferowanego”, rozwazmy dowolny
niepusty podzbiér M przestrzeni towaréw X.

DEFINICIA 1.11.
Koszyk towaréw Z° € M nazywamy M -preferowanym, jesli dla dowolnego
Z € M zachodzi 7° - 7.

Oznacza to, ze M -preferowany koszyk Z° jest nie gorszy od dowolnego innego
koszyka ze zbioru M. Z przedstawionej definicji nie wynika, czy koszyk z(¥)
istnieje oraz czy jest on jedyny. Kwestii tej po§wigcone sg nastepujace twierdzenia.

TwierpzENIE 1.1.
Jesli relacja preferenciji ,,.7” jest ciagla w X i M C X jest niepustym zbiorem

M~y

zwartym®, to istnieje co najmniej jeden M -preferowany koszyk towaréw.

TWIERDZENIE 1.2.
Jezeli pole preferencji jest silnie wypukle, to w wypuklym zbiorze M istnieje nie
wiecej niz jeden M -preferowany koszyk towardw.

Twierdzenia 1.1 i 1.2, cho¢ stanowig kryteria istnienia jedynego M -pre-
ferowanego koszyka towardw, to jednak nie daja wskazéwki, jak go znalezé.
W podrozdziatach 1.1—1.4 zostanie wprowadzony aparat matematyczny stuzacy
do wyznaczania takiego koszyka w sytuacji, gdy M jest zbiorem szczegdlnej
postaci — tzw. zbiorem budzetowym.

6 Por. definicja 10 w dodatku matematycznym.

12
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1.2. Zbior budzetowy i powierzchnia budzetowa

1.2. Zbioér budzetowy i powierzchnia budzetowa

W rzeczywisto$ci kazdy konsument dysponuje pewnym dochodem I (gdzie
I > 0), ktéry moze wydac na zakup towarow.

Niech p; > 0 oznacza ceng¢ jednostki i-tego towaru (¢ = 1,2, ..., n). Ceny p;
tworzg wektor cen postaci p = [p1, 2, . . ., pn). Warto$cig koszyka towaréw T
jest iloczyn skalarny wektoréw p i T, tzn. liczba:
= df

n
PoT = pixy +pamy + -+ Pl = Y Dii.

i=1
DEFiNICIA 1.12.
Zbiorem budzetowym nazywamy zbidr:

Z(p. 1) (e X por < I}
Zbidr budzetowy jest wiec zbiorem koszykéw towardw, ktdrych warto$¢ nie
przekracza dochodu konsumenta.

TwiERDZENIE 1.3.
Zbiér Z(p, I) jest ograniczony’, domkniety® i wypukly.

W zbiorze budzetowym wyréznijmy podzbidr zawierajacy te koszyki, na
zakup ktérych konsument wyda caty swéj dochéd. Nazywamy go powierzchnig
budzetowa’ i definiujemy nastepujaco:

B(p,I) A {TeX:pox=1I}.

Jezeli® € B(p, I), to bedziemy méwié, ze ,,koszyk T lezy na powierzchni
budzetowe;j”.

DEFINICIA 1.13.
Koszyk towaré6w T € Z(p, I) nazywamy optymalnym w zbiorze Z(p, I),
jesli T =~ y dla dowolnego koszykay € Z(p, I).

Odnoszac si¢ do definicji 1.11, mozemy zatem powiedzieé, ze koszyk opty-
malny to koszyk Z(p, I)-preferowany.

1.3. Funkcja uzytecznoSci

Postugiwanie si¢ relacja preferencji jest w wielu przypadkach (np. w za-
daniu wyznaczania optymalnego koszyka) malo wygodne w zastosowaniu.

7 Zob. definicja 9 w dodatku matematycznym.

8 Zob. definicja 8 w dodatku matematycznym.
® W przypadku, gdy n = 2, zbiér B(p, I) nazywamy linia budzetows.

13
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Rozdziat 1. Teoria popytu

W takich sytuacjach duzo bardziej operatywnym narz¢dziem jest funkcja
uzytecznosci.

DeriNiCIA 1.14.
Funkcjg uzytecznosci nazywamy funkcje u: X — R taka, ze relacja ,,22”
okre§lona wzorem:

Vegex @278 u@) > u(@)

jest relacja stabej preferencji.

Warto$¢ funkcji uzytecznosci interpretuje si¢ jako stopieft zadowolenia kon-
sumenta z nabycia okres§lonego koszyka towaréw. Jednakze wartos¢ ta jest tylko
wielkoSciag wzgledng, umozliwiajaca jedynie poréwnanie koszykéw towaréw
[zob. Panek (red.), 2005, s. 35].

Zauwazmy, ze z definicji 1.3, 1.5 i 1.14 wynika, ze:

@),
®)-

Oczywiscie nie kazda funkcja u: X — R jest funkcjag uzytecznosci, gdyz
relacja przez nig opisywana (w rozumieniu definicji 1.14) musi spetnia¢ warunki
R(1) i R(2) (patrz definicja 1.1). Zarazem jednak nalezy podkresli¢, ze dla danej

relacji stabej preferencji moze istnie¢ wiecej niz jedna opisujaca jg funkcja
uzytecznosci.

T~y < u@) =

u
T-yeuT) >u

DEFINICIA 1.15.
Funkcje u;: X — Roraz up: X — R sa réwnowazne (inaczej: opisujg te
samg relacje preferencji), jesli:

Vz,gex  w(Z) 2 w () & w(@) 2 w(y).

Moéwiac w skrécie: funkcje uzyteczno$ci sa rownowazne, gdy prowadza do
wyboréw tych samych koszykdw towardw.

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowac, ze przestrzeniag towaréw
jest caly zbior R}, czyli X = R'}.

TwieErRDZENIE 1.4.
— Jezeli relacja preferencji ,,2=” jest ciggta na R, to istnieje ciagta funkcja
uzytecznosci v: R} — R opisujaca tg relacje.
— Jezeli funkcja uzytecznosci u: R’} — R jest ciggta, to opisywana przez nig
relacja preferencji jest ciggta na R}

14
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1.3. Funkcja uzytecznosci

DEFINICIA 1.16.
Mowimy, ze w polu preferencji (R}, 77) obserwujemy zjawisko niedosytu,
jezeli:

Vagern TZYNT#Y=>T -7

Zjawisko niedosytu oznacza, ze wzrost ilosci ktéregokolwiek towaru w koszy-
ku zwigksza uzytecznos¢ tego koszyka w oczach konsumenta. Méwiagc w skrécie:
konsument woli wigcej nizZ mniej.

TWIERDZENIE 1.5.
W polu preferencji (R’; , 27) obserwujemy zjawisko niedosytu wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda funkcja uzytecznosci opisujaca relacje preferencji ,,>=” jest rosngca'®.

M~

Z twierdzenia 1.5 wynika, ze dla rézniczkowalnej funkcji uzytecznosci zjawi-
sko niedosytu jest tozsame z warunkiem:

ou(T)
aﬂfi
W dalszych rozwazaniach wazng role petni¢ beda wkleste funkcje uzyteczno-
Sci'l. Na mocy definicji, funkcja u: R} — R jest wklgsta, jesli:

> 0.

Vaer? Vi=1,2,..,n

Vegerr Yaeo,1) (AT + (1= A7) = Au(T) + (1 = Au(®).

Wklestos¢ funkcji uzytecznosci oznacza, ze konsument jest co najmniej tak
zadowolony z posiadania koszyka towar6w AT + (1 — A\)7, jak ,,Srednia” jego
zadowolenia (z wagami A oraz (1 — \)) z posiadania koszykéw T oraz 3.

Nastepne twierdzenie wigze ze soba wlasnoSci relacji preferencji oraz funkcji
uzytecznosci.

TWIERDZENIE 1.6.
Jesli funkcja uzytecznosci u jest funkcja wklesta (Scisle wklesta!?), to relacja
preferencji okreslona przez te funkcje jest wypukta (silnie wypukta'?).

Badanie wklestosci funkcji uzytecznosci na podstawie definicji jest mato
wygodne. W praktyce wklestos¢ funkcji bada si¢ przez analize okre§lonosci
5
macierzy pochodnych czastkowych drugiego rzgdu {gx_uéi)_ } (zwang macierzg
g JinXn
)14‘

Hessa lub inaczej hesjanem
Z przedstawionych twierdzen wynika wniosek, ze ciagla funkcja uzytecznosci
klasy C? opisuje ciagta i wypukla relacje preferencii.

10°Zob. definicja 17 w dodatku matematycznym.
11 Zob. definicja 12 w dodatku matematycznym.
12 Zob. definicja 12 w dodatku matematycznym.
13 Twierdzenie odwrotne nie zachodzi, por. przyktad 1.4.
14 Zob. twierdzenia 2 oraz 3 w dodatku matematycznym.
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TwIERDZENIE 1.7.

Jezeli funkcja u jest klasy C? i macierz [gi {(9;),} jest ujemnie okreslona, to:
g nxn
0*u(z)
Vaern Vi=1,2,..,n 9a? < 0. (1.1)

Warunek (1.1) znany jest jako pierwsze prawo Gossena. W interpretacji
ekonomicznej warunek ten oznacza, ze kraficowa uzyteczno$¢ i-tego towaru!’
(tzn. au(x ) maleje wraz ze wzrostem jego iloSci w koszyku T (przy zalozeniu, ze
iloSci pozostalych towaréw nie ulegaja zmianie).

Z twierdzen 1.1—1.4 i twierdzenia 1.6 wynika nast¢pujgce twierdzenie:

TwIERDZENIE 1.8.
Jesli funkcja uzytecznosci u jest ciggla i Scisle wklgsta, to:

V120 Vo0 zez@.0) Vyezp.0), 745 u(T) > u(y).

Twierdzenie 1.8 oznacza, ze dla ciaglej i SciSle wkleslej funkcji uzytecznosci
istnieje doktadnie jeden koszyk optymalny. Problem znalezienia tego koszyka
sprowadza si¢ do rozwigzania zadania maksymalizacji funkcji uzytecznosci
(tzw. zadania konsumenta'®), ktére w istocie rozwigzuje kazdy racjonalnie
postepujacy konsument:

max u(T)
xX

przy ograniczeniach:

pox <1,
z > 0.

W podrozdziale 1.2 zostato zdefiniowane w jezyku relacji preferencji pojecie
koszyka optymalnego. Na wstepie przeformutujmy te definicje, wykorzystujac
pojecie funkcji uzytecznosci.

(1.2)

1.4. Funkcja popytu

DEFINICIA 1.17.
Koszyk towaré6w T € Z(p, I) jest optymalny dla relacji preferencji opisy-
wanej przez funkcje uzytecznosci u, jesli:
u(r) = max_ uly).
@) yeZ(pI) )

15 Zob. definicja 1.20.
16 Zadanie to nazywane jest réwniez ,,zadaniem maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji”
[zob. Panek (red.), 2005, s. 59].
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1.4. Funkcja popytu

Poszukiwanie optymalnego koszyka towar6w polega zatem na rozwigzaniu
zadania wyznaczenia ekstremum warunkowego funkcji wielu zmiennych v z wa-
runkami'’ oz < I oraz T > 0.

Z twierdzenia Kuhna—Tuckera [zob. Panek, 2003, s. 777; Panek (red.), 2005,
s. 63] otrzymujemy nastepujace wnioski:

WniI0sEK 1.1.

Zadanie
max_ u(7T)
zeZ(p,I)
jest rownowazne zadaniu
max u(x (1.3)
zeB(p,I) @),

gdzie T > 0.

Oznacza to, ze problem znalezienia optymalnego koszyka towaréw jest
réwnowazny poszukiwaniu ekstremum warunkowego funkcji v z warunkami
pox =1IorazT > 0.

Do wyznaczenia ekstremum warunkowego mozemy, zgodnie z metoda La-

grange’a'®, postuzy¢ sie funkcja postaci:

L@, \) =u(@) — A(poz —1I).
W konsekwencji otrzymujemy nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 1.2.
Jesli u jest klasy C? oraz spetnione s3 warunki:
U(1) Vaern Viz1,2,..,n agi? > 0,

. O
U(2) Vzerr macierz [gxi‘ég

} jest ujemnie okreslona,
nxn

to koszyk towaréw T € B(Pp, I) jest optymalny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
uktad réwnan:
oulE
u(z) =Ap; (1=1,2,...,n),
O (1.4)

pox=1.

Warunek ng) = A\p; ma swoja interpretacje ekonomiczna, gdyz oznacza, ze
kraficowa uzyteczno$¢ kazdego z towaréw w koszyku jest wprost proporcjonalna
do ceny tego towaru.

Po uwzglednieniu twierdzenia 1.8 otrzymujemy dodatkowy wniosek:

' Inaczej méwiac, jest to zadanie programowania nieliniowego (lub w szczegdlnym przypadku
— liniowego).
18 Zob. dodatek matematyczny D.1.
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Wni1o0skex 1.3.
Jesli u jest rosnaca i Scisle wklesla funkcja rézniczkowalna, to istnieje doktadnie
jeden koszyk optymalny 7° € B(p, I) spetniajacy uktad (1.4).

Wartosé \? spetniajacg warunki (1.4) (zwigzang z 7°) nazywamy optymalnym
mnoznikiem Lagrange’a. Przeksztalcajac uktad réwnan (1.4), mozna wykazad,
. ou(T) —\O . .. 5
ze —57 |§:i° = M\". Oznacza to zatem, ze optymalny mnoznik Lagrange’a
interpretuje si¢ jako kraricowg uzytecznos¢ jednostki pienieznej (tzn. przyrost
uzytecznoS$ci wynikajacy ze zwickszenia dochodu konsumenta o jednostke) [zob.
Panek (red.), 2005, s. 68].

DEFINICIA 1.18.

Odwzorowanie ©: int ]RT“I — int R"Y przyporzadkowujace kazdej parze
(p, I) > 0 jedyne rozwigzanie zadania konsumenta (1.2) (tzn. koszyk opty-
malny z°) nazywamy funkcjg popytu konsumenta.

TwIERDZENIE 1.9.
Jezeli dwie funkcje uzytecznosci u (%) i up (%) opisuja t¢ samg relacje preferencii,
to odpowiada im ta sama funkcja popytu B(p, [).

TwiERDZENIE 1.10.
Funkcja popytu konsumenta jest jednorodna stopnia zero!?, tzn. zachodzi:

V50 V150 V>0 P(Ap, M) =3(p, I).

Jednorodnos¢ funkcji popytu oznacza, ze popyt konsumpcyjny zalezy tylko
od struktury cen i dochodu (p, I), a nie od ich bezwglednego poziomu.

DEFINICIA 1.19.

Posrednia funkcja uzytecznosSci nazywamy odwzorowanie v : int ]RTrl —
R, ktére kazdej parze (p,I) > 0 przyporzadkowuje uzytecznosé u(z)
optymalnego koszyka z°, bedacego rozwigzaniem zadania konsumenta (1.2).

Warto$¢ poSredniej funkcji uzytecznosci jest zatem maksymalng uzyteczno-
Scia, ktérag moze osiggna¢ konsument dysponujacy dochodem I przy cenach p
[zob. Panek (red.), 2005, s. 73].

1.5. Interpretacja pochodnych funkcji uzytecznosci

DEFINICIA 1.20.

Krancowg uzytecznoscia i-tego towaru (w koszyku 7) nazywamy pochodng

czastkowg pierwszego rzedu, tzn. aga(f) .

19 Zob. definicja 16 w dodatku matematycznym.
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1.5. Interpretacja pochodnych funkcji uzytecznosci

Kraincowa uzytecznos¢ i-tego towaru informuje, o ile (w przyblizeniu) zmieni
sie uzyteczno$c¢ koszyka 7, jezeli ilos¢ i-tego towaru wzro$nie o jednostke, podczas
gdy ilodci pozostatych towaréw nie ulegng zmianie.

DEFiNiCIA 1.21.
ElastycznoScig uzytecznosci i-tego towaru nazywamy wyrazenie:
x;  Ou(T)
w(™)  Or;
Elastyczno$¢ uzytecznosci ¢-tego towaru informuje, o ile procent (w przybli-
zeniu) zmieni si¢ uzyteczno$¢ koszyka 7, jezeli ilo$¢ i-tego towaru wzro$nie o
jeden procent, podczas gdy iloSci pozostatych towar6w nie ulegng zmianie.

Ei(T) =

DEFINICIA 1.22.
Krancowg stopg substytucji i-tego towaru przez j-y towar (i # j) nazy-
wamy wyrazenie:
ou(Z) Ou(T)
8.%' ' ox 7 '

Kranicowa stopa substytucji ¢-tego towaru przez j-y towar informuje, o ile (w
przyblizeniu) nalezy zwigkszy¢ w koszyku T ilo$¢ j-ego towaru przy zmniejszeniu
ilodci i-tego towaru o jednostke, aby uzytecznos$¢ koszyka nie ulegla zmianie.

Z uktadu (1.4) wynika, ze dla koszyka optymalnego zachodzi:

Rij(T) =

%‘75)’5:50 = \p; oraz %UT(]@]EZEO = A%; dla dowolnych i, j.
Dzielac obie réwnoSci stronami, otrzymujemy:

Ry (@) = 22, (1.5)
bj
ROownos¢ (1.5) znana jest jako drugie prawo Gossena i oznacza, ze w celu
maksymalizacji funkcji uzytecznosci konsument wybiera taki koszyk towarow, w
ktérym stosunki kraficowych uzytecznosci tych towaréw sa réwne stosunkowi ich
cen. Wynika stad, Ze im wyzsza jest cena towaru substytuowanego (p;), tym wyzsza
jest takze kraricowa stopa substytucji (przy zatozeniu niezmiennosci ceny p;).

DEFINICIA 1.23.
ElastycznoScig substytucji i-tego towaru przez j-y towar (i # j) nazywa-
my wyrazenie

B - B (au@c): au<w>> k3
E]' ($) 6% 8$]' l’j
Elastyczno$¢ substytucji i-tego towaru przez j-y towar informuje, o ile
procent (w przyblizeniu) nalezy zwiekszy¢ w koszyku 7 ilo$¢ j-ego towaru przy
zmniejszeniu ilosci i-tego towaru o jeden procent, aby uzytecznos$¢ tego koszyka
nie ulegta zmianie.
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1.6. Przyklady z rozwigzaniami

Przyklad 1.1.

Dana jest przestrzei towaré6w Ri oraz dwie relacje preferencji konsumenta
zdefiniowane nastepujaco:

Q)T Y e af+ai >yl +y,

75T e VDt D) >+ D+ ).

Dla powyzszych relacji narysowac krzywe obojetnosci oraz wskazaé koszyki
M -preferowane w zbiorach:

M) ={Z = [z1,23] : 0< x; < A, 0< 2, < B}, gdzie Ai B sg pewnymi
statymi,

M, ={Z = [z1,22] : 1, 22 20 AN poxT <[}, gdziep; =1, pp =2, [ =3.

Rozwigzanie. Ustalmy koszyk 7° = [z}, 5], dla ktérego wyznaczymy przecho-
dzaca przez niego krzywa (powierzchni¢) obojetnodci. Dla relacji (a) przyjmijmy
c = (x5)? + (25)%. Wéwczas koszyki T = [z1,22] i Z° sg indyferentne, jesli
(x1)% 4 (22)? = c. A zatem krzywa obojetnosci zawierajaca koszyk Z° jest okrag
o Srodku w punkcie [0, 0] i promieniu /¢, ograniczony do pierwszej ¢wiartki
uktadu wspéirzednych. Zmieniajac poczatkowy koszyk z° (a wiec i parametr c),
otrzymujemy kolejne krzywe obojetnosci (zob. rys. 1.1a).

b
X, a) X, )

0 X, 0 X
Rysunek 1.1. Przyktadowe krzywe obojgtnosci

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Podobnie wyznaczamy krzywe obojetnosci dla relacji (b), zauwazajac, ze
kazda z nich tworza koszyki T = [x], x3] spelniajace réwnanie:

\/(ml +1)(z2+1) =¢c, gdziec= \/(ajf + 1) (25 +1).

W celu wyznaczenia koszykéw M -preferowanych nalezy w uktadzie O X X»
narysowac zbiory M i M>, a nast¢pnie nanie$¢ na nie wyznaczone uprzednio
krzywe obojetnosci. Dla relacji (a) otrzymujemy rysunek 1.2.
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