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Rozdziat 6.
Ukiady rownan

rozniczkowych liniowych
o statych wspétczynnikach

Zadany jest uktad N réwnan r6zniczkowych liniowych niejednorodnych:

() & s 6.1
O S e O+ b (1), (= 12,..N), @
dt = j=1
gdzie wspodtczynniki a;; oraz b;; sa rzeczywiste. Uklad ten mozna zapisa¢ w postaci
macierzowe;j:
t 6.2
&) = Ax(?) + Bu(?), (62)
dt
gdzie:
- ) |
X 0] dt
X, (l) _dx2 (t) a,d,...dy
dx(t) at a,a, ...d,,
X(1) = o= s A= T T
a |
. . aN 1 aN 2 aNI\'
Lxy (@) ] dix, (1)
L dr |
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[, (1)
b]lblz“'blw uz(t)
B b,b,,...b,, |
byb,,...b,, .
Lu, ()]

Na cztony niejednorodne uktadu (6.1) sktada si¢ W wymuszen uft) (j = 1, 2, ..., W)
wystepujacych ze wspolczynnikami b; macierzy prostokatnej B. W teorii réwnania
(6.2) centralng role odgrywa funkcja wyktadnicza e, macierzy kwadratowej A prze-
mnozonej przez zmienna niezalezng ¢, zdefiniowana szeregiem macierzowym [7]:

< g 6.3
e"'=1+At+%(At)2+...+%(At)k+_”=Z(Af) . (6.3)
° . k=0

k!

Szereg macierzowy (6.3) jest rownowazny z N* zwyktych skalarnych szeregéw pote-
gowych:

8, + (A1), +%{(At)2}y +...+%{(Az)k},, to, (ij=12,...N)

Dla zrozumienia konstrukcji catki ogdlnej rownania (6.2) niezbgdne beda nastgpujace
wiasnosci funkcji wyktadniczej e

1. Jezeli t =0, to zgodnie z definicja (6.3)
e*” =1 (macierz jednostkowa N-N-wymiarowa). (6.4)
2. Jezeli macierz A komutuje z macierza B, a wigc AB = BA, to:

e eBt — e(A+B)t. (65)

At At _ (A-A)
e M= A A =

3. Poniewaz na mocy wilasnosci (6.5) e 1, wigc macierz

odwrotna macierzy ¢* ma postaé:
] = e (6.6)

4. Rdzniczkujac obie strony rownania macierzowego (6.3) ze wzgledu na ¢
oraz wylaczajac wspolny czynnik A z wyrazow szeregu nieskonczonego,
otrzymujemy:

d
—e
dt

At — AeAt — eAtA . (67)

5. Mnozac lewostronnie lub prawostronnie réwnanie macierzowe (6.7) przez A™'
(macierz odwrotna macierzy A), a nastgpnie catkujac tak otrzymywane
rownania ze wzgledu na ¢ od ¢, do #,, otrzymujemy:
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’]‘e’“dt — A" (eArz _eM ): (eAlz oM )A’l . (6.8)

n

Do rozwiazania ukladu rownan rézniczkowych liniowych (6.2) mozna zastosowaé
metode uzmiennienia statych. W tym celu najpierw rozpatruje si¢ przypadek, gdy
u(#) =0, co oznacza, ze réwnanie (6.2) jest jednorodne

dax(1) _ AX(0) (6.9)
dt
Latwo wykaza¢, ze catka ogélna rownania jednorodnego (6.9) ma postaé:
x(n)=ety, (6.10)

gdzie y jest wektorem N-wymiarowym o sktadowych statych.

Istotnie, z wlasnosci (6.7) wynika

dx(t) _d
dtdt

(emy(f))= AeVy = Ax(t). 6.11)

Zgodnie z metoda uzmiennienia staltych przyjmuje si¢ dalej, ze wektor y jest funkcja
zmiennej ¢, co daje:

x(0) =M y(0), (6.12)

a nastgpnie podstawia si¢ wyrazenie (6.12) do réwnania niejednorodnego (6.2) z uwzgled-
nieniem wtasnosci (6.7)

6.13

Ae“y(t)+e“'%: Aety(t)+Bu(t). (6.13)

Upraszczajac réwnanie (6.13) o czton Ae*y(7) oraz mnozac je lewostronnie przez
macierz ", otrzymujemy na mocy whasnosci (6.6)

6.14
O _ gy 6.149)
dt
Calkujac rownanie (6.14) ze wzgledu na 7 od #, do ¢, otrzymujemy:
(6.15)

¥() =y(t,) + Je " Bu(odr .
10
Jezeli zadany jest wektor wartosci poczatkowych x(#)), to odpowiadajacy mu wektor
y(#p) mozemy wyznaczy¢ z rdwnania (6.12), stosujac wlasnosé (6.6)
—At
v =e " x(n) . ©.16)

Uwzgledniajac rdwnanie (6.15) wraz z podstawieniem (6.16) w réwnaniu (6.12), otrzy-
mujemy nastgpujace rozwigzanie rownania (6.2)
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' (6.17)
X(t) _ eA(/fto)X(tU)_{_eAr IeiArBu(ﬁdT .

0

Roéwnanie (6.17) nie nadaje si¢ do bezposredniego obliczenia numerycznego. Rozwia-
zanie dokladne (6.17) rdwnania (6.2) mozemy jednak wykorzysta¢ w metodzie kro-
kowej, zastgpujac to rOwnanie rownaniem réoznicowym, przyjmujac fto=kTit=(k+ 1)T

— AT A(k+1)T(k+l)T7Ar (6.18)
X[(k + )T ]=e"x(kT) +*“" [ Bu(gdr .
kT

W obliczaniu catek (6.18) moga wystapi¢ trudnosci zwiazane z wystgpowaniem ujem-
nych i duzych co do modutu wartosci wlasnych macierzy A. Ze wzglgdu na mozliwosé
takiego przypadku, musimy aproksymowac¢ funkcj¢ wektorowa wymuszajaca u(#), nie
zmieniajac jadra e w calce rownania (6.18).

Niech zachodzi przypadek ogdlny, dla ktorego macierz A ma dzielniki elementarne:
(A=A (A=A) (=2,
gdzie wsrdd wartosci wlasnych A, A,,..., A, macierzy A bedacych, zgodnie z definicja,
zerami wielomianu charakterystycznego macierzy A
det(A - A1)=0

moga by¢ liczby jednakowe; 1< p, < N, przy czym p, + p, +...+ p, = M. Dowodzi
sig¢, ze w takim przypadku istnieje taka macierz nieosobliwa S, ze

A=S"CS, (6.19)

gdzie macierz C jest macierza quasi-diagonalng zwana kanoniczng macierza Jordana [30]

1,4 0 .. 0 o o 0 o
0 I,(4 '
n(%) 1 4 0 0 0
co| - ) ) ;Ip,(/lf)= 01 4 0 ol 620
: e 0 o0 1 PR
' o 00 0 ... 1 2
0 0 ... I(4) - .

Stosujac transformacje (6.19), funkcje wyktadnicza ¢ mozemy przeksztatci¢ naste-
pujaco:

e = e(s’]csn _ es’]<c:)s —S§eS (6.21)

Poniewaz macierz C jest quasi-diagonalna, to:
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R 0 0
o | 0 e 0
¢ = : (6.22)
0 0 en

Zgodnie z definicja macierzowej funkcji wyktadniczej oraz macierzy (6.20) zachodzi [30]:

e’ 0 0 0
e’ e 0 ... 0
Y £, ) (6.23)
elm( i) — _eA, te}, e/», 0 .
2!
tprl . tprz tl’i’3 ) )
e/t,ﬂf ei,'r eA,‘I At
L(p, =D! (p,=2)! (p,=3)! i

Wzory (6.17), (6.21) i (6.22) okreslaja strukture rozwigzania rdbwnania rézniczkowego
(6.2), a w szczegdlnosci jego zwiazek z wartosciami wlasnymi A; wystepujacymi w kom-
binacjach funkcji e¢” przemnozonych przez wielomiany P/(f) nie wigkszego stopnia
niz p; — 1, gdzie p; jest stopniem dzielnika elementarnego odpowiadajacego wartosci
wilasnej A, §. P(¢)e™ . Zatozmy w ogdlnym przypadku, ze wartosci wlasne A; macierzy A
sg zespolone

A=a+jf, (i=12,...N). (6.24)
Jezeli Re{/ll.} =qa, >0, to odpowiednie sktadniki rozwiazania P(f) wzrastaja wyktad-
niczo z cztonem wielomianowym Py(f) gdy czas ¢ wzrasta. Jezeli o; < 0, to odpowiednie
sktadniki rozwigzania P(¢f)e™ maleja gdy czas ¢ wzrasta. W kazdym przypadku, jesli
Im{li}: B, #0, to jak wiadomo A; tworzy zespolona par¢ sprzgzona z odpowiednig
warto$cia wlasna A;, co odpowiada sktadnikowi rozwigzania sinusoidalnemu z waga

wyktadnicza e* i wielomianowa P(7)

P(t)e" sin St . (6.25)

6.1. Rownania roznicowe dla roznych
aproksymacji funkcji wymuszajgcych

Do numerycznego rozwiazania uktadu rownan rézniczkowych liniowych (6.2) mozemy
wykorzysta¢ rdwnanie réznicowe (6.18), przyjmujac rdézng aproksymacje funkcji wymu-
szajacej u(f). W niniejszym opracowaniu podane beda konstrukcje tych algorytmow
dla trzech przypadkow, a mianowicie dla aproksymacji funkcji wymuszajacej w postaci
funkcji przedziatami stalej, liniowej i kwadratowe;j.
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6.1.1. Wymuszenie aproksymowane funkcjami
przedziatami statymi

Niech wymuszenie wektorowe u(?) jest dane w postaci funkcji przedziatami statej,
takiej, ze:
u(@®)=u(k?) dla kT<t<(H1)T,k=0,1,2,... (6.26)

W takim przypadku wykonujac calkowanie w rownaniu ré6znicowym (6.18) z uwzgled-
nieniem wzoru (6.8), otrzymujemy [7]:

(k+)T (kDT (6.27)
[e*Bupdr =  A'BukT)=
kT kT

_ (_ o AT Ak )A’lBu(kT).

Umieszczajac powyzszy wynik catkowania w réwnaniu (6.18), otrzymujemy:
X[(k + DT] = A x(KT) + e KT (L e AKDT 4 o ATIAIBY(KT) = (6.28)
= e*x(KT) + (e*" ~1)A'Bu(kT),
gdzie: 1 — macierz jednostkowa.

W réwnaniu réznicowym (6.28) powinni$my, ze wzgledu na minimum operacji nu-
merycznych, obliczaé macierz (¢*” — 1)A™", nie wykonujac pomocniczych obliczen
macierzy e*” oraz A™', lecz wykorzystujac réwno$é:

AT 1 > (AT)” (6.29)
(e* -1)A :T; Y

wnikajaca z definicji (6.3).

Gdy uwzglednimy wigc réwnanie (6.29) oraz oznaczenia macierzy:

e (AT (6.30)
F=e" = T;—n! ;
w n 6.31
G, - { (AT) }BT (631)
= (n+1)!
1 wektoréw
x(k) = x(kT); u(k) = u(kT), (6.32)

formuta rekurencyjna (6.28) przyjmie postac:

x(k+1) = Fx(k) + Gou(k). (6.33)
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Nie istnieje wiec potrzeba obliczania macierzy odwrotnej A", jak by to wynikato z réw-
nania (6.28). Majac na uwadze dalsza minimalizacj¢ operacji numerycznych, powinni$my
zauwazy¢, ze formowanie macierzy F i G, (wzory (6.30) i (6.31)) nalezy prowadzi¢
réwnolegle ze wzgledu na wspdlne elementy (A7) wystepujace w szeregach. Rownanie
réznicowe (6.33) daje wiec formule rekurencyjna, ktéra mozna tatwo zaprogramowaé
na komputerze, co pokazane bgdzie w dalszych punktach.

Stosujac wzor rekurencyjny (6.33) do rozwigzania numerycznego rownania roznicz-
kowego (6.2), odpowiadajacy aproksymacji wymuszen funkcjami przedziatami statymi,
musimy w pierwszej kolejnosci wygenerowa¢ macierze F i G, okreslone wzorami (6.30)
i(6.31). Blok funkcyjny generujacy te macierze moze mie¢ postac:

template <class Typ>
int MacPoml (vector<vector<Typ> > &A,vector<vector<Typ> > &B,
vector<vector<Typ> > &F,vector<vector<Typ> > &G1,
Typ T, Typ eps, Typ epsw , int N, int W)

int K,Blad ;
Typ S,S1,NormaAT, teta,MWA ;
vector<vector<Typ> > AX,AY,AT,BX,BT ;
InicjacjaMacierzy(AT,N,N);  InicjacjaMacierzy(AX,N,N);
InicjacjaMacierzy(BX,N,N);
InicjacjaMacierzy(AY,N,N); InicjacjaMacierzy (BT ,N,W);
try
{

AT=A*T;

MacierzJednostkowa (AX)

MacierzJednostkowa(F) ;  MacierzJednostkowa(BX)

NormaAT=NormaMacierzy(AT);

K=0; S=1; S1=1;

teta=NormaAT/(1-NormaAT) ;

do

{
K++;
AY=AX*AT
S/=K;  AX=AY*S; F=F+AX
S1/=K+1; AX=AY*S1
BX=BX+AX ;
AX=Kopiuj(AY);
teta*=NormaAT/(K+1);
} while (teta>=eps);
MWA=MWWMacA(F , epsw,800) ;
if (MWA>=1.05) return 16;
BT=B*T; G1=BX*BT
return 0;

}
catch(...)

PiszKomBladRozRozn(17) ;
return 17;
1
1
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6.1.2. Wymuszenie aproksymowane funkcjami
przedziatami liniowymi

Zaktadamy, ze wymuszenie u(?) jest funkcja ciagla przedziatami liniowa, taka, ze:

1 (6.34)
u(r) = u(kT) + ?[u((k +DT)—ukT)(z —kT) = £, +1,7
dla
kKT<t<(k+1DT, k=0,1,2,...,
gdzie:
T fz=%[ll((k+1)T)—u(kT)], (6.34a)

Wykonujac w takim przypadku catkowanie przez czgsci w rdwnaniu réznicowym (6.18)
z uwzglednieniem wzoru (6.8), otrzymujemy:

(k+D)T DT ey
_[eA’Bu(r)dr =—A"e™B(f, + fzz'* + J.A’le""szdf =
kT

Ld kT

= A‘e"WH:B + A (e - I)B%}U(kT) +
+ |:e-ATB _AY (e-AT _I)B%:lu(k + 1)7} .

Gdy uwzglednimy powyzszy wynik catkowania oraz oznaczenie (6.32), rownanie
roéznicowe (6.18) przyjmie postac:

1 (6.35)

x(k+1)=e"x(k)+ A" [e” —(e* -1) ?}Bu(k) +
+A™ [(e” ~1)A" %— 1}Bu(k +1).

Uwzgledniajac wzory (6.30) i (6.29), rownanie rekurencyjne (6.35) mozemy prze-
ksztatci¢ do postaci:

X(k+ 1) = FX(k) + Glu(k) + Hu(k+ l)’ (6.36)
gdzie:
_ Al AT (At _4)_ —Il AN (AT)" (6.37)
@t [e (e -1)-a T}B {;n!(n+2)}(BT)’
A A Te | & (AT)" (6.38)
H=A"["-1)A"-1]B |:;(n+2)!}(BT)’

natomiast macierz F wyraza si¢ wzorem (6.30).
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Roéwnanie rekurencyjne (6.36) daje wigc algorytm wyznaczania rozwiazania rownania
rézniczkowego w postaci (6.2). W obliczeniach komputerowych nalezy zauwazy¢, ze
wyznaczanie macierzy F, G; 1 H zgodnie z wzorami (6.30), (6.37) i (6.38) nalezy pro-
wadzi¢ réwnolegle ze wzgledu na wspolne elementy (AT)" wystepujace w szeregach
macierzowych tych wzoréw, co minimalizuje liczb¢ operacji numerycznych. W przy-
padku stosowania wzoru rekurencyjnego (6.36) niezbedne jest wygenerowanie macierzy
F, G, i H (wzory (6.30), (6.37) 1 (6.38)), co mozna zrealizowac¢ w nastepujacym bloku

funkcyjnym:
//A ,B -macierze uktadu réwnan rézniczkowych dX/dt = A*X + B*U
//N - rzad macierzy A i F
//W - liczba kolumn macierzy B , G2 , H
/1T - wybrany krok catkowania

//eps - gbérna granica btedu przyblizenia macierzy F,G2,H
//epsw - btad wyznaczenia najwiekszej co do modutu wartosci
// wtasnej macierzy F

template <class Typ>

int  MacPomZ(vector<vector<Typ> > &A, vector<vector<Typ> > &B,vector<vector<Typ> >

&F,

int K,Blad ;

vector<vector<Typ> > &G2, vector<vector<Typ> > &H ,
Typ T, Typ eps, Typ epsw ,int N, int W)

Typ SS,S1,S2,NormaAT,teta,MWA,a=0.5 ;
vector<vector<Typ> > AX,AY,AT,AG,AH,BT;

InicjacjaMacierzy (AT, N,N);
InicjacjaMacierzy(AY,N,N);
InicjacjaMacierzy(AG,N,N);

InicjacjaMacierzy (AX,N,N);
InicjacjaMacierzy(AH,N,N);
InicjacjaMacierzy (BT ,N,W);

try

{
AT=A*T; MacierzJednostkowa (AX) ;
NormaAT=NormaMacierzy (AT);
K=0; SS=1; S1=0.5; S2=0.5;
teta=NormaAT/ (1-NormaAT);
MacierzJednostkowa(F);
AG=AX*a; AH=AX*a;

do

{
K++:
AY=AX*AT ;
SS/=K;

AX=AY*SS; F=F+AX ;
S1*=(K+1)/ ((K+2)*K);
AX=AY*S1; AG=AG+AX ;
S2/=K+2;

AX=AY*S2; AH=AH+AX;

for (int i=0; i<=N; i++)

for (int j=0; j<=N; j++) AX[TI[JI=AY[i1031:

teta*=NormaAT/(K+1) ;
} while (teta>=eps);
MWA=MWWMacA(F ,epsw,800) ;
if (MWA>=1.05) return 16;
BT=B*T; G2=AG*BT; H=AH*BT;
return 0;

}
catch(...)
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PiszKomBladRozRozn(19);
return 19;

}
}

6.1.3. Wymuszenie aproksymowane wielomianem
stopnia drugiego
W tym przypadku dokonujemy we wzorze (6.18) zamiany zmiennych pod catka:
r=s+kT gdzie0<s<T,
co daje:
x[(k +1)T]=e* x(kT) + ife‘“”’Bu(kT +5)ds . 6.39)

W celu obliczenia catki we wzorze (6.39) nalezy interpolowac u(k7 + s) wielomianem
drugiego stopnia:

35 2s 4s  4s T (6.40)
T+ l-—+—= |u(kT)+| ——-— |u| kT
uk S)[ T TJ( )[T TJ( +2j
2
[Tj (i)
Podstawiajac przyblizenie (6.40) pod catkg wzoru (6.39), otrzymujemy:
T 6.41
j AT Bu(kT +s)ds = [CO —%C, + %CZJ(BT)u(kT) + ©41)
0
T 1 1
+(2¢, - Cz)(BT)u[kT + Ej +[—EC] + 5czj(BT)u((k +1)T)
gdzie:
! 6.42
C = 2] [e*™s'ds dla i=0,1.2. 04
T1+
Obliczajac catke (6.42) dla poszczegodlnych i = 0, 1, 2, otrzymujemy:
€ =( N 1)(AT) Z (ATl)l
= ( AT)" (6.43)
C =2e" -1-AT

C, =8[3AT—1—AT—%(AT)Z}[( T)’ ]ﬂ Z (AT)"

T(n+3)
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Gdy przyjmiemy oznaczenie (6.32) oraz uwzglednimy wynik catkowania (6.41), row-
nanie rekurencyjne (6.39) przyjmuje postaé:

1 (6.44)
x(k+1) =Fx(k)+ Gu(k) + qu(k + Ej +Ru(k +1),
gdzie:
G, :[C0 —icl +lC2J(BT), (643)
2 2
H, =(2C,-C,)BT), (6.46)
R= (—lcl + lCZJ(BT) , ©4D
2 2

natomiast macierz F wyraza si¢ wzorem (6.30).

Roéwnanie rekurencyjne (6.44) daje algorytm wyznaczania rozwigzania rGwnania roz-
niczkowego (6.2) w postaci dyskretnej x(k) (k =0, 1,...). W celu zminimalizowania
operacji numerycznych nalezy zauwazy¢, ze formowanie macierzy F, G,, H,, R nalezy
prowadzi¢ réwnolegle (wzory (6.30), (6.43), (6.45), (6.46), (6.47)) ze wzgledu na wspol-
ne elementy (AT)" wystepujace w szeregach macierzowych tych wzordéw. Zauwazmy

réwniez, ze jezeli x(¢) jest liczone co T, to u(f) musi by¢ zadane co ET sekund.

Stosujac wzor rekurencyjny (6.44) odpowiadajacy aproksymacji wymuszen wielo-
mianem stopnia drugiego, musimy w pierwszej kolejnosci wygenerowa¢ macierze F,
G,, H,, R (wzory (6.30), (6.45), (6.46) 1 (6.47)). Mozna tego dokona¢ w sposob poka-
zany w ponizszym bloku funkcyjnym:

//N - rzad macierzy A i F
/W - liczba kolumn macierzy B,G,H,R
/T - wybrany krok catkowania

//eps - gbérna granica btedu przyblizenia macierzy F,G,H,R

//epsw - btad wyznaczenia najwiekszej co do modutu

// wartosci wtasnej macierzy F

template <class Typ>

int  MacPom3(vector<vector<Typ> > &A, vector<vector<Typ> > &B, vector<vector<Typ>

> &F,
vector<vector<Typ> > &G, vector<vector<Typ> > &H,
vector<vector<Typ> > &R , Typ T, Typ eps, Typ epsw ,
int N, int W)
{
int K,Blad ;

Typ SS,S1,S2,S3,NormaAT, teta,MWA,al ;
vector<vector<Typ> > AX,AY,AT,AG,AH,AR,BT ;
InicjacjaMacierzy(AT,N,N);  InicjacjaMacierzy(AX,N,N);
InicjacjaMacierzy(AY,N,N);  InicjacjaMacierzy(AH,N,N);
InicjacjaMacierzy(AG,N,N);  InicjacjaMacierzy(AR,N,N);
InicjacjaMacierzy(BT,N,W);

try

{
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AT=A*T; MacierzJednostkowa (AX) ;
NormaAT=NormaMacierzy (AT);

K=0; SS=1; S1=1; S2=0.5; S3=1.0/6.0;
teta=NormaAT/(1-NormaAT) ;

MacierzJednostkowa(F); AG=AX*S1; AH=AX*S2; AR=AX*S3;

do

{
K++;
AY=AX*AT;  SS/=K;
AX=AY*SS; F=F+AX;  S1=SS/(K+1);
AX=AY*S1; AG=AGH+AX; S2=S1/(K+2);
AX=AY*S2;  AH=AH+AX; S3=S2/(K+3);
AX=AY*S3; AR=AR+AX;
for (int i=0; i<=N; i++)
for (int j=0; j<=N; j++) AX[i][j1=AY[i1[J];
teta*=NormaAT/(K+1) ;

!

while (teta>=eps);
MWA=MWWMacA(F ,epsw,800) ;
if (MWA>=1.05) return 16;
al=-3.0; AX=AH*al;
al=4.0; AY=AR*al;
AG=AG+AX;  AG=AG+AY;
al=4.0;  AX=AH*al;
al=-8.0; AY=AR*al;
for (int 1=0; i<=N; i++)

for (int j=0; j<=N; j++) AT[iJ[jI=AHLiI[J1;
AH=AX+AY ;
al=-1.0; AX=AT*al;
al=4.0; AY=AR*al;
AR=AX+AY ; BT=B*T;
G=AG*BT; H=AH*BT; R=AR*BT;
return 0;

}
catch(...)

PiszKomBladRozRozn(21);
return 21;

}

6.1.4. Dobor kroku catkowania T ze wzgledu

na dobor gornej granicy btedu
obliczania macierzy e*" oraz ze wzgledu
na humeryczng stabilnoS¢ rozwigzania
W punktach 6.1.1, 6.1.2, 6.1.3 podano metody zastgpowania réwnania stanu (6.2)

przyblizonymi réwnaniami réznicowymi. W rownaniach tych pojawiaja si¢ macierze
dane w postaci szeregow:

" 6.48
(A|T) gdzie s,>1 dla n>2 (6.48)
nls

n

5=3
n=0
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(patrz wzory (6.30), (6.31), (6.37), (6.38), (6.45), (6.46), (6.47)). W obliczeniach przy-
blizamy S, biorac skonczong liczb¢ sktadnikéw rozwinigcia (6.48)

(6.49)
5= Z(AT) =M =[m,]
Macierz btedu wynosi woéwczas
] " 6.50
R= ﬂ=[n] (6.50)
n=K+1 I’Z!Sn ’

Niech ||A|| oznacza jedna z nastgpujacych norm macierzy kwadratowej A stopnia N:

|| =max 3o, o0
lub
Ja] = max 3, 0
Zgodnie z definicjami (6.51) lub (6.52) dla macierzy R zachodzi
i< IR (6:53)
dla wszystkich 7, j. Ponadto zachodzi [7]:
[aB] <[] <[] (6.54

Uwzgledniajac nierownosci (6.53), (6.54) oraz rdwnania (6.50), otrzymujemy (por. [7])

si—|

Peratl ] S,

(6.55)

v,
ij

K+l

<3 Lgarp <A DAz« arf +.. ]

Kll’l'S

1)'S

Jezeli krok catkowania T jest tak dobrany, ze ||AT|| <1, to szereg w nieréwnosci (6.55)
jest zbiezny, co daje:

K41 1 (6.56)

|| |aT
T (K +DIS, —||AT||

Nierownos¢ (6.56) daje gorna granice btedu elementéw macierzy M (6.49) uzywane;j
jako przyblizenie macierzy S (6.48). Dla danego obcigcia K sumy szeregéw typu (6.48)
otrzymuje si¢ najwigkszy btad (6.56) dla przypadku gdy s, =1 (n =0, 1,...), co odpo-
wiada macierzy F = e*” (wzér (6.30)). Poniewaz macierz ta wystepuje w konstrukcji
wszystkich trzech rozpatrywanych algorytmow (6.33), (6.36), (6.44), jako kryterium
btedu formowania macierzy wystepujacych w tych algorytmach mozna przyjaé¢ gorny
blad obcigcia w postaci (por. [9]):
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K+1

AT I (6.57)
(K+D! 1-|AT]|

Przy zadanym & wzor (6.57) moze poshuzy¢ do wyznaczania kroku calkowania 7. Jak
pokazano we wstepie, struktura rozwigzania réwnania (6.2) zalezy od wartosci wila-
snych macierzy A. Wykazuje si¢, ze w celu zagwarantowania stabilnosci numerycznej,
krok czasowy catkowania T i liczba wyrazéw K + 1 w rozwinigciu (6.49) musza by¢
tak dobrane, azeby najwigksza co do modutu wartos¢ wtasna macierzy M (wzér (6.49))
byta mniejsza od jednosci. Warunki powyzsze beda sprawdzane w procedurach obli-
czeniowych podanych nizej.



