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 Metody numeryczne s¹ to sposoby rozwi¹zywania z³o¿onych problemów 

matematycznych za pomoc¹ narzêdzi obliczeniowych udostêpnianych przez

popularne jêzyki programowania. Jeden z najpopularniejszych jêzyków — C++,

chocia¿ nie by³ projektowany z my�l¹ o zastosowaniu go w obliczeniach numerycznych, 

posiada mechanizmy, które umo¿liwiaj¹ stosunkowo ³atw¹ implementacjê algorytmów 

obliczeniowych. Dziêki uniwersalno�ci mechanizmu szablonów programista mo¿e 

tworzyæ procedury numeryczne, w których da siê okre�liæ precyzjê obliczeñ 

zmiennoprzecinkowych. Procedury stworzone w C++ nadaj¹ siê do przeprowadzania 

obliczeñ zarówno w dziedzinie liczb rzeczywistych, jak i zespolonych.

Ksi¹¿ka „Metody numeryczne w C++Builder” przedstawia najczê�ciej wykorzystywane 

algorytmy numeryczne wraz z przyk³adami ich implementacji w jêzyku C++.

Ka¿de zagadnienie jest omówione zarówno od strony teoretycznej, jak i praktycznej,

co u³atwia jego zrozumienie i pozwala na modyfikacje zamieszczonych w ksi¹¿ce 

kodów �ród³owych. Ksi¹¿ka zawiera równie¿ opis zagadnieñ zwi¹zanych z jêzykiem 

C++, niezbêdnych do poznania i prawid³owego wykorzystywania biblioteki obliczeñ 

numerycznych. 

• Algebra macierzy i równania liniowe

• Ca³kowanie i ró¿niczkowanie numeryczne

• Wybrane algorytmy interpolacji i aproksymacji

• Wyznaczanie minimów funkcji

• Rozwi¹zywanie równañ nieliniowych i wyznaczanie warto�ci w³asnych macierzy

• Uk³ady równañ ró¿niczkowych liniowych i nieliniowych

• Przekszta³cenia Fouriera i Laplace’a
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Rozdział 6.

Układy równań
różniczkowych liniowych
o stałych współczynnikach

Zadany jest układ N równań różniczkowych liniowych niejednorodnych:
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gdzie współczynniki aij oraz bij są rzeczywiste. Układ ten można zapisać w postaci

macierzowej:
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Na człony niejednorodne układu (6.1) składa się W wymuszeń uj(t) (j = 1, 2, …, W)

występujących ze współczynnikami bij macierzy prostokątnej B. W teorii równania

(6.2) centralną rolę odgrywa funkcja wykładnicza eAt, macierzy kwadratowej A prze-

mnożonej przez zmienną niezależną t, zdefiniowaną szeregiem macierzowym [7]:
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Szereg macierzowy (6.3) jest równoważny z N2 zwykłych skalarnych szeregów potę-

gowych:
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Dla zrozumienia konstrukcji całki ogólnej równania (6.2) niezbędne będą następujące

własności funkcji wykładniczej eAt:

 1. Jeżeli t = 0, to zgodnie z definicją (6.3)

eA0 = 1 (macierz jednostkowa N⋅N-wymiarowa). (6.4)

 2. Jeżeli macierz A komutuje z macierzą B, a więc AB = BA, to:

e⋅ eBt = e(A+B)t. (6.5)

 3. Ponieważ na mocy własności (6.5) eAt e–At = e(A – A)t = 1, więc macierz

odwrotna macierzy eAt ma postać:

[ ] tt

ee
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−

=

1

. (6.6)

 4. Różniczkując obie strony równania macierzowego (6.3) ze względu na t

oraz wyłączając wspólny czynnik A z wyrazów szeregu nieskończonego,

otrzymujemy:

AA
AAA ttt

eee
dt

d
== .

(6.7)

 5. Mnożąc lewostronnie lub prawostronnie równanie macierzowe (6.7) przez A–1

(macierz odwrotna macierzy A), a następnie całkując tak otrzymywane

równania ze względu na t od t1 do t2, otrzymujemy:
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Do rozwiązania układu równań różniczkowych liniowych (6.2) można zastosować

metodę uzmiennienia stałych. W tym celu najpierw rozpatruje się przypadek, gdy

u(t) ≡ 0, co oznacza, że równanie (6.2) jest jednorodne
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t
dt

td
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x
= .

(6.9)

Łatwo wykazać, że całka ogólna równania jednorodnego (6.9) ma postać:

x(t) = eAt y , (6.10)

gdzie y jest wektorem N-wymiarowym o składowych stałych.

Istotnie, z własności (6.7) wynika
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(6.11)

Zgodnie z metodą uzmiennienia stałych przyjmuje się dalej, że wektor y jest funkcją

zmiennej t, co daje:

x(t) = eAt y(t) , (6.12)

a następnie podstawia się wyrażenie (6.12) do równania niejednorodnego (6.2) z uwzględ-

nieniem własności (6.7)

)t()t(e
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e)t(e ttt

Bu+yA
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.
(6.13)

Upraszczając równanie (6.13) o człon AeAty(t) oraz mnożąc je lewostronnie przez

macierz eAt, otrzymujemy na mocy własności (6.6)

)t(e
dt

td
t

Bu
y

A−

=

)(
.

(6.14)

Całkując równanie (6.14) ze względu na t od t0 do t, otrzymujemy:

∫
−

+=

t

t

t d)(ett
0

0
)()( ττBuyy

A .
(6.15)

Jeżeli zadany jest wektor wartości początkowych x(t0), to odpowiadający mu wektor

y(t0) możemy wyznaczyć z równania (6.12), stosując własność (6.6)

y(t0) = e
–At

 x(t0) .
(6.16)

Uwzględniając równanie (6.15) wraz z podstawieniem (6.16) w równaniu (6.12), otrzy-

mujemy następujące rozwiązanie równania (6.2)
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(6.17)

Równanie (6.17) nie nadaje się do bezpośredniego obliczenia numerycznego. Rozwią-

zanie dokładne (6.17) równania (6.2) możemy jednak wykorzystać w metodzie kro-

kowej, zastępując to równanie równaniem różnicowym, przyjmując t0 = kT i t = (k + 1)T
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(6.18)

W obliczaniu całek (6.18) mogą wystąpić trudności związane z występowaniem ujem-

nych i dużych co do modułu wartości własnych macierzy A. Ze względu na możliwość

takiego przypadku, musimy aproksymować funkcję wektorową wymuszającą u(t), nie

zmieniając jądra eAt w całce równania (6.18).

Niech zachodzi przypadek ogólny, dla którego macierz A ma dzielniki elementarne:
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λλλλλλ −−− ,,,
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1
K ,

gdzie wśród wartości własnych λ1, λ2,…, λs macierzy A będących, zgodnie z definicją,

zerami wielomianu charakterystycznego macierzy A

( ) 0det =− IA λ

mogą być liczby jednakowe; Np
n
≤≤1 , przy czym p1 + p2 +…+ ps = M. Dowodzi

się, że w takim przypadku istnieje taka macierz nieosobliwa S, że

A = S–1 CS, (6.19)

gdzie macierz C jest macierzą quasi-diagonalną zwaną kanoniczną macierzą Jordana [30]
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Stosując transformację (6.19), funkcję wykładniczą eAt możemy przekształcić nastę-

pująco:

SS
CSCSCSSA tttt

eeee
1)(1)1( −

−−

=== . (6.21)

Ponieważ macierz C jest quasi-diagonalną, to:
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



















=

tssp

tp

tp

t

e

e

e

e

)(

)2(
2

)1(
1

00

...

00

00

λ

λ

λ

I

I

I

C . (6.22)

Zgodnie z definicją macierzowej funkcji wykładniczej oraz macierzy (6.20) zachodzi [30]:
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Wzory (6.17), (6.21) i (6.22) określają strukturę rozwiązania równania różniczkowego

(6.2), a w szczególności jego związek z wartościami własnymi λi występującymi w kom-

binacjach funkcji 
ti

e
λ

 przemnożonych przez wielomiany Pi(t) nie większego stopnia

niż pi – 1, gdzie pi jest stopniem dzielnika elementarnego odpowiadającego wartości

własnej λi, tj. 
ti

i
etP
λ

)( . Załóżmy w ogólnym przypadku, że wartości własne λi macierzy A

są zespolone

iii
jβαλ += ,    (i = 1,2,…,N). (6.24)

Jeżeli { } 0Re >=
ii

αλ , to odpowiednie składniki rozwiązania Pi(t) wzrastają wykład-

niczo z członem wielomianowym Pi(t) gdy czas t wzrasta. Jeżeli αi < 0, to odpowiednie

składniki rozwiązania 
ti

i
etP
λ

)(  maleją gdy czas t wzrasta. W każdym przypadku, jeśli

{ } 0Im ≠=
ii

βλ , to jak wiadomo λi tworzy zespoloną parę sprzężoną z odpowiednią

wartością własną ∗

i
λ , co odpowiada składnikowi rozwiązania sinusoidalnemu z wagą

wykładniczą 
ti

e
λ

 i wielomianową Pi(t)

tetP
i

ti

i
β

α

sin)( . (6.25)

6.1. Równania różnicowe dla różnych
aproksymacji funkcji wymuszających

Do numerycznego rozwiązania układu równań różniczkowych liniowych (6.2) możemy
wykorzystać równanie różnicowe (6.18), przyjmując różną aproksymację funkcji wymu-
szającej u(t). W niniejszym opracowaniu podane będą konstrukcje tych algorytmów
dla trzech przypadków, a mianowicie dla aproksymacji funkcji wymuszającej w postaci
funkcji przedziałami stałej, liniowej i kwadratowej.
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6.1.1. Wymuszenie aproksymowane funkcjami
przedziałami stałymi

Niech wymuszenie wektorowe u(t) jest dane w postaci funkcji przedziałami stałej,

takiej, że:

u(t) = u(kT)  dla  kT ≤ t ≤ (k+1)T, k = 0,1,2,… (6.26)

W takim przypadku wykonując całkowanie w równaniu różnicowym (6.18) z uwzględ-

nieniem wzoru (6.8), otrzymujemy [7]:

( ) .kTee

kTede

1TT)1k(

1

T)1k(

kT

T)1k(

kT

)(

)()(

k
BuA+

BuA-=Bu

AA

AA

−−+−

−

+

−

+

−

−=

=∫
ττ

ττ

(6.27)

Umieszczając powyższy wynik całkowania w równaniu (6.18), otrzymujemy:
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gdzie: 1 — macierz jednostkowa.

W równaniu różnicowym (6.28) powinniśmy, ze względu na minimum operacji nu-

merycznych, obliczać macierz (eAT – 1)A–1, nie wykonując pomocniczych obliczeń

macierzy eAT oraz A–1, lecz wykorzystując równość:
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wnikającą z definicji (6.3).

Gdy uwzględnimy więc równanie (6.29) oraz oznaczenia macierzy:
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i wektorów

x(k) = x(kT); u(k) = u(kT), (6.32)

formuła rekurencyjna (6.28) przyjmie postać:

x(k+1) = Fx(k) + G0u(k). (6.33)
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Nie istnieje więc potrzeba obliczania macierzy odwrotnej A–1, jak by to wynikało z rów-
nania (6.28). Mając na uwadze dalszą minimalizację operacji numerycznych, powinniśmy
zauważyć, że formowanie macierzy F i G0 (wzory (6.30) i (6.31)) należy prowadzić
równolegle ze względu na wspólne elementy (AT) występujące w szeregach. Równanie
różnicowe (6.33) daje więc formułę rekurencyjną, którą można łatwo zaprogramować
na komputerze, co pokazane będzie w dalszych punktach.

Stosując wzór rekurencyjny (6.33) do rozwiązania numerycznego równania różnicz-
kowego (6.2), odpowiadający aproksymacji wymuszeń funkcjami przedziałami stałymi,
musimy w pierwszej kolejności wygenerować macierze F i G0 określone wzorami (6.30)
i (6.31). Blok funkcyjny generujący te macierze może mieć postać:
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6.1.2. Wymuszenie aproksymowane funkcjami
przedziałami liniowymi

Zakładamy, że wymuszenie u(t) jest funkcja ciągłą przedziałami liniową, taką, że:
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dla

kT ≤ τ < (k + 1)T,    k = 0, 1, 2,… ,

gdzie:
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Wykonując w takim przypadku całkowanie przez części w równaniu różnicowym (6.18)
z uwzględnieniem wzoru (6.8), otrzymujemy:
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Gdy uwzględnimy powyższy wynik całkowania oraz oznaczenie (6.32), równanie
różnicowe (6.18) przyjmie postać:
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Uwzględniając wzory (6.30) i (6.29), równanie rekurencyjne (6.35) możemy prze-
kształcić do postaci:

x(k + 1) = Fx(k) + G1u(k) + Hu(k + 1), (6.36)

gdzie:

( ) )(
)2(!

)(1

0

11

1
BT

A
=BA1A=G

AA










+







−−− ∑

∞

−−

=n

n

TT

nn

T

T
ee ,

(6.37)

( )[ ] )(
)!2(

)(

0

11

BT
A

=B1A1A=H
A










+
−− ∑

∞

−−

n=

n

T

n

T
e ,

(6.38)

natomiast macierz F wyraża się wzorem (6.30).
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Równanie rekurencyjne (6.36) daje więc algorytm wyznaczania rozwiązania równania
różniczkowego w postaci (6.2). W obliczeniach komputerowych należy zauważyć, że
wyznaczanie macierzy F, G1 i H zgodnie z wzorami (6.30), (6.37) i (6.38) należy pro-
wadzić równolegle ze względu na wspólne elementy (AT)n występujące w szeregach
macierzowych tych wzorów, co minimalizuje liczbę operacji numerycznych. W przy-
padku stosowania wzoru rekurencyjnego (6.36) niezbędne jest wygenerowanie macierzy
F, G1 i H (wzory (6.30), (6.37) i (6.38)), co można zrealizować w następującym bloku
funkcyjnym:
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6.1.3. Wymuszenie aproksymowane wielomianem
stopnia drugiego

W tym przypadku dokonujemy we wzorze (6.18) zamiany zmiennych pod całką:

kTs +=τ  gdzie 0 < s < T ,

co daje:
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W celu obliczenia całki we wzorze (6.39) należy interpolować u(kT + s) wielomianem
drugiego stopnia:
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Podstawiając przybliżenie (6.40) pod całkę wzoru (6.39), otrzymujemy:
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∫
−

+

=

T

isT

i

i

i
dsse

T 0

)(

1

2
A

C   dla  i = 0,1,2.
(6.42)

Obliczając całkę (6.42) dla poszczególnych i = 0, 1, 2, otrzymujemy:

( ) ∑
∞

+

=−

0

0

)!1(

)(

=n

n

T

n

T
)T(e

A
A1=C

A ,

( ) ( )[ ] ∑
∞

−

+

=−−

0

21

1
)!2(

)(
22

=n

n

T

n

T
TTe

A
AA1=C

A ,
(6.43)

( ) ( )[ ] ∑
∞

−

+
=








−−−

0

312

2

)!3(

)(
8

2

1
8

=n

n

T

n

T
TTTe

A
AAA1=C

A .



Rozdział 6. ♦ Układy równań różniczkowych liniowych o stałych współczynnikach 435

Gdy przyjmiemy oznaczenie (6.32) oraz uwzględnimy wynik całkowania (6.41), rów-
nanie rekurencyjne (6.39) przyjmuje postać:

)1(
2

1
)()()1(

22
++








+++=+ kkkkk RuuHuGFxx ,

(6.44)

gdzie:

)(
2

1

2

3
2102

TBCCCG 







+−= ,

(6.45)

))(2(
212

TBCCH −= , (6.46)

)(
2

1

2

1
21

TBCCR 







+−= ,

(6.47)

natomiast macierz F wyraża się wzorem (6.30).

Równanie rekurencyjne (6.44) daje algorytm wyznaczania rozwiązania równania róż-

niczkowego (6.2) w postaci dyskretnej x(k) (k = 0, 1,…). W celu zminimalizowania

operacji numerycznych należy zauważyć, że formowanie macierzy F, G2, H2, R należy

prowadzić równolegle (wzory (6.30), (6.43), (6.45), (6.46), (6.47)) ze względu na wspól-

ne elementy (AT)n występujące w szeregach macierzowych tych wzorów. Zauważmy

również, że jeżeli x(t) jest liczone co T, to u(t) musi być zadane co T
2

1
 sekund.

Stosując wzór rekurencyjny (6.44) odpowiadający aproksymacji wymuszeń wielo-

mianem stopnia drugiego, musimy w pierwszej kolejności wygenerować macierze F,

G2, H2, R (wzory (6.30), (6.45), (6.46) i (6.47)). Można tego dokonać w sposób poka-

zany w poniższym bloku funkcyjnym:
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6.1.4. Dobór kroku całkowania T ze względu
na dobór górnej granicy błędu
obliczania macierzy eAT oraz ze względu
na numeryczną stabilność rozwiązania

W punktach 6.1.1, 6.1.2, 6.1.3 podano metody zastępowania równania stanu (6.2)

przybliżonymi równaniami różnicowymi. W równaniach tych pojawiają się macierze

dane w postaci szeregów:
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(patrz wzory (6.30), (6.31), (6.37), (6.38), (6.45), (6.46), (6.47)). W obliczeniach przy-
bliżamy S, biorąc skończoną liczbę składników rozwinięcia (6.48)
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Macierz błędu wynosi wówczas
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Niech A  oznacza jedną z następujących norm macierzy kwadratowej A stopnia N:
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Zgodnie z definicjami (6.51) lub (6.52) dla macierzy R zachodzi
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ij
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(6.53)

dla wszystkich i, j. Ponadto zachodzi [7]:

BAAB ≤≤ . (6.54)

Uwzględniając nierówności (6.53), (6.54) oraz równania (6.50), otrzymujemy (por. [7])
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Jeżeli krok całkowania T jest tak dobrany, że TA <1, to szereg w nierówności (6.55)

jest zbieżny, co daje:
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Nierówność (6.56) daje górną granicę błędu elementów macierzy M (6.49) używanej
jako przybliżenie macierzy S (6.48). Dla danego obcięcia K sumy szeregów typu (6.48)
otrzymuje się największy błąd (6.56) dla przypadku gdy sn = 1 (n = 0, 1,…), co odpo-
wiada macierzy F = eAT (wzór (6.30)). Ponieważ macierz ta występuje w konstrukcji
wszystkich trzech rozpatrywanych algorytmów (6.33), (6.36), (6.44), jako kryterium
błędu formowania macierzy występujących w tych algorytmach można przyjąć górny
błąd obcięcia w postaci (por. [9]):
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Przy zadanym ε wzór (6.57) może posłużyć do wyznaczania kroku całkowania T. Jak
pokazano we wstępie, struktura rozwiązania równania (6.2) zależy od wartości wła-
snych macierzy A. Wykazuje się, że w celu zagwarantowania stabilności numerycznej,
krok czasowy całkowania T i liczba wyrazów K + 1 w rozwinięciu (6.49) muszą być
tak dobrane, ażeby największa co do modułu wartość własna macierzy M (wzór (6.49))
była mniejsza od jedności. Warunki powyższe będą sprawdzane w procedurach obli-
czeniowych podanych niżej.


